Modelado y Simulaciéon de un
Oscilador Electrénico de Bloqueo

Rafael Vazquez Valenzuela

Proyecto de Fin de Carrera
Octubre 1999






Indice general

I Introduccién 5
II Modelado 11
1. Ecuaciones del Oscilador de Bloqueo 13
1.1. Circuitodel OB . . . . . . . ... .. . L 13
1.2. Ecuaciones del OB en variables naturales . . . . . . . ... .. 17
1.2.1. Simplificacién de las ecuaciones . . . . .. .. ... .. 20
1.2.2. Hipétesis de relajaciéon . . . . . . . ... ... ... 22

1.2.3. Estudio de las ecuaciones del OB por zonas. Aplicacién
de la hipétesis de relajaciéon. . . . . . ... ... 25
1.3. Planos y rectas notables. . . . . . .. .. ... ... ... 44
1.3.1. Posicion relativa de los equilibrios de corte y saturacién 48
2. Comportamiento global del OB 53
2.1. Aplicaciones de Poincaré . . . . . . ... ... ... ...... 54
IIT Simulacién 81
3. Eleccién de los parametros 85
4. Simulaciones realizadas 91
4.1. Comportamiento normal del OB . . . . .. .. ... ... ... 91
4.2. Otros comportamientos del OB . . . . .. .. ... ... ... 94
4.21. Caso2 . . . .. 95
4.22. Caso3 . . . .. 96
4.3. Comportamiento no oscilatoriodel OB . . . . . ... ... .. 96

3



INDICE GENERAL

5. Comparacién con PSPICE 99

IV Programas para el analisis numérico del OB 101

6. Metodologia de programacién 105
6.1. Eliminacién de ecuaciones . . . . . . . ... .. ... ..... 105
6.2. Resolucién de sistemas de e.d.o. lineales. . . . . . .. ... .. 107

7. Estructura de programacién 113
7.1. datosm . . ... 114
7.2, matrices.m . . . . . ... e 115
7.3, eqauto.m . . ... Lol 118
T4, elimm . . ... 119
7.5, COMP.IN . . oot 122
7.6, rectaS.m . . . . ... e e e 123
7.7. evolucion.m . . . . . ... 125
7.8, trayect.m . . ... 127
7.9. cambiom . . . ... L. 130
7.10.poincare.m . . . . . ... e e e e 131
7.11. gammal.m, gamma2.m . . . . . . . . . ... 133
T12.puntot.m . . . . ... 133
7.13.resolver.am . . ... L. 135
7.14.blockingm . . . . ... Lo 135



Parte 1

Introduccion






Frente al uso habitual de aproximaciones lineales en el estudio de proble-
mas en ingenierfa, es cada vez més patente la necesidad de recurrir a modelos
no lineales para dar una explicacién rigurosa de la complejidad dindmica que
presentan los sistemas fisicos y en concreto electrénicos, en la practica. En
este sentido, el andlisis de sistemas no lineales ha recibido un fuerte impulso
en los iltimos decenios gracias, entre otras disciplinas, a la consolidacién de
la moderna teorfa geométrica y de bifurcaciones de sistemas dindmicos.

Cuando los fenémenos que se consideran tienen caracter local, las aprox-
imaciones polinémicas a las caracteristicas no lineales suelen dar excelentes
resultados; ademads, se dispone ya de un elenco de herramientas propias de
la dindmica diferenciable que permite alcanzar dichos resultados con relativa
comodidad.

En cuanto a los fenémenos de caracter global, el estado actual de cosas
es menos satisfactorio. Por un lado, se trata de problemas de la mayor di-
ficultad computacional. Casi siempre se necesita recurrir al uso combinado
de técnicas analiticas y numéricas que permitan dar el salto de lo local a lo
global. Por otra parte, las aproximaciones polinémicas de las no linealidades
presentes en el modelo suelen ser de mala calidad desde el punto de vista
global: en especial, cuando hay que considerar sistemas que tienen zonas
de funcionamiento claramente diferenciadas (p.e. sistemas electrénicos con
una zona activa y zonas de corte, sistemas de control con saturacién o con
limitaciones en los actuadores, etc.)

El modelado mediante sistemas lineales a trozos puede considerarse como
una alternativa que da solucién en parte a las dificultades antes mencionadas.
Por un lado, en el andlisis de estos sistemas, la distincién entre los fenémenos
locales y globales se difumina y, si bien las dificultades computacionales no
disminuyen apreciablemente, se consigue comprender mejor la dindmica glob-
al, que resulta de la consideracién conjunta de sistemas lineales (cuya dindmi-
ca es perfectamente conocida). Recientemente se han conseguido excelentes
resultados en el andlisis de estos sistemas, como se puede ver en [6], [7] o en
[8], v concretamente en su aplicacién al estudio de osciladores eléctronicos,
como se puede ver en [4].

Este trabajo se ocupa del modelado y simulacién de un Oscilador elec-
trénico de Bloqueo, de ahora en adelante OB. Se trata de un circuito em-
pleado en radiolectrénica para generar pulsos cortos de tensién aunque tiene
otras aplicaciones practicas, entre las que se pueden destacar las siguientes:

= Empleo como oscilador patrén para suministrar pulsos de disparo al



sistema de sincronizacién de ondas tipo pulsos (ondas cuadradas, etc...)

= Generacion de pulsos de gran potencia de pico. Por supuesto, la poten-
cia media es pequena, puesto que el ciclo de trabajo es bajo.

= Empleando un arrollamiento terciario, pueden obtenerse pulsos de las
dos polaridades, segtin que se conecte a masa uno u otro de los termi-
nales del arrollamiento.

= Se puede utilizar como divisor de frecuencia o contador.

= Empleo como interruptor de baja impedancia para descargar rapida-
mente un condensador.

» La salida del OB puede emplearse como onda puerta de muy pequena
razon de separaciéon entre marcas, por ejemplo, en receptores de tele-
vision.

Una explicacién més extensa de estas aplicaciones y posibles circuitos
précticos se puede encontrar en [11].

Se pueden encontrar muchas posibles realizaciones practicas del OB (ver,
por ejemplo, [1], [10], [5], o [11]), teniendo todas un funcionamiento similar.
Sin embargo, en la mayor parte de los libros en los que se trata este cir-
cuito se realiza una simple justificacién de su funcionamiento, y sélo en [1]
podemos encontrar un analisis matemético claro del modo de funcionamiento
del circuito, si bien estudia una versiéon antigua que emplea una véalvula. La
intencion de este trabajo es realizar un andlisis similar, si acaso més detalla-
do, de una versién méas moderna del OB, transistorizado.

Todas las realizaciones del OB tienen en comin la presencia de un ele-
mento no lineal capaz de amplificar, normalmente una valvula de vacio en
las realizaciones més antiguas, o un transistor bipolar en las modernas, y un
transformador de pulsos, aparte de un condensador y varias resistencias. El
comportamiento del OB suele ser explicado en los libros de electrénica como
el de un circuito activo cuya salida es acoplada a su entrada por medio de
un transformador de pulsos, de manera que la realimentacién es regenerativa
y el circuito genera entonces un tinico pulso (funcionamiento monoestable) o
un tren de pulsos (funcionamiento astable).

No obstante, nuestra intencién es estudiar el problema desde un punto de
vista mas matematico, caracterizando al OB como un oscilador de relajacién.
Para ello es fundamental considerar cierto condensador pardsito asociado al



modelo del transistor, que nos permitird demostrar la presencia de oscila-
ciones de relajacion.

Este tipo de osciladores ha sido ampliamente estudiado y se han encon-
trado comportamientos de cardcter cadtico en muchos de ellos (ver [14] y [3]).
Métodos para obtener caos en estos sistemas se pueden encontrar en [13] y
en [12] empleando funciones con histéresis.

En [15] podemos encontrar un intento de caracterizar un OB caético, si
bien las variaciones introducidas en el circuito provocan excesivas diferencias
con el circuito cldsico del OB.

Avanzamos brevemente la estructura de este trabajo. El trabajo se divide
en una primera parte de modelado, dénde primero se introducen los modelos
matematicos del transformador de pulsos y el transistor que forman parte
del circuito del OB. Posteriormente, empleando estos modelos se obtienen
unas ecuaciones del circuito que se simplifican para poder obtener la maxima
informacién posible de su analisis. A continuacién se introduce la hipétesis
de relajacion que se va a aplicar a las ecuaciones.

Al haber introducido un modelo lineal a trozos del transistor, las ecua-
ciones son también lineales a trozos, y se pasa a realizar un estudio en las
diferentes zonas lineales del modelo. Después se pasa a caracterizar una serie
de planos y rectas que nos servirdn para poder contemplar el problema desde
una perspectiva geométrica, esencial para su mejor comprension.

Finalmente pasamos a considerar el problema desde una perspectiva glob-
al, para poder predecir el comportamiento del sistema. Para ello se emplea
una aplicaciéon de Poincaré, que es estudiada en detalle.

La segunda parte del trabajo consiste en realizar diversas simulaciones
para comprobar los resultados predichos en la primera parte. Posteriormente
se realizan estas mismas simulaciones en PSPICE para comprobar la fiabili-
dad de los resultados. Finalmente se extraen diversas conclusiones empleando
estos mismos resultados.

Anadimos, para terminar esta seccién introductoria, unos comentarios
sobre la originalidad y novedad de este trabajo. Salvo en [1], no es posible
encontrar explicaciones realmente satisfactorias del comportamiento del OB,
y el modelado realizado puede servir de puente para realizar posibles estudios
posteriores con mayor profundidad o incluso determinar la posiblidad de
encontrar estados cadticos realizando pequenas modificaciones en el circuito.
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Capitulo 1

Ecuaciones del Oscilador de
Bloqueo

En este apartado vamos a obtener las ecuaciones del Oscilador de Bloqueo
(de ahora en adelante, OB), para asi poder caracterizar su comportamiento
dindmico. Como todos los componentes del circuito son lineales, salvo el
transistor (BJT) que lo modelamos como lineal a trozos, el modelo resultante
del OB es también lineal a trozos, por lo que posteriormente se realiza un
andlisis de las ecuaciones en las distintas zonas lineales.

Ademss se realizardn los adecuados cambios de variable para simplificar
tanto las ecuaciones del OB como la representaciéon geométricas de las zonas.

1.1. Circuito del OB

El circuito del OB (configuracién astable, en emisor comiin) puede obser-
varse en la figura 1.1.

El condensador C'c que aparece entre colector y emisor del transistor no
tiene por qué existir en el circuito real, puesto que los efectos capacitivos
parasitos del propio transistor tienen el mismo efecto. En cualquier caso
si aparece en el circuito como un condensador real debe tener un valor de
capacidad muy bajo como veremos mds adelante.

Los componentes del circuito que modelaremos son un transformador de
pulsos y el transistor bipolar, cuyos modelos pasaremos a discutir.

13
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Rc R

Figura 1.1: Circuito del oscilador de bloqueo.
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Figura 1.2: Modelo del transformador de pulso

Modelo del transformador de pulsos.

Despreciando las capacidades en paralelo y las inductancias de dispersion,
ademds de la resistencia que presenta el propio bobinado, un modelo bastante
aceptable consistird en una inductancia de magnetizacién, L, en paralelo
con un transformador ideal de relacién de transformacién n, como podemos
observar en la figura 1.2.

Situando la inductancia en la rama del colector del transistor, los valores
de los pardametros del modelo seran:

Ly
L=1L ; n=4/—, 1.1
c Lc ( )
dénde L.y L; representan las inductancias de la rama primaria y secundaria,
respectivamente. Para mds detalles sobre el modelado de transformadores de

pulsos se puede consultar [11].

Modelo del transistor

Para modelar el transistor bipolar se empleard un modelo lineal a trozos,
uno de los modelos mas sencillos posibles, si bien existen muchos otros mas
complejos tales como los empleados por el simulador de circuitos PSPICE
(ver [2]).

Denominamos . e i, a las intensidades de colector y base, respectiva-
mente, y Vop v Ve a las tensiones de colector y base respecto al emisor, con
los sentidos indicados en la figura 1.3.

Suponemos las siguientes dependencias:
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C
0
Ic
Ib

Vc <o b

Vbe
e

Figura 1.3: Variables del BJT

{ic = fiVer, i),
iy = f2(VBe).

Deducimos enseguida que

ic = [ilVer, f2(Vag)) = fl(VCE, VBE).

Admitiremos un modelo lineal a trozos para cada intensidad, de una variable
en el caso de 7, y de dos variables en el de i, es decir,

( 0, Vee < ‘/7
vV, = 1.2
Vi) eV (12)
L Rb ) BE Z— Vy
( O, VBE<V770VCE<O
_ B-Vee—V) B (Vee—V3) _Vor
1(VBe, Ver) = R, ’ - Ry Ry (1.3)
VCE7 G- Vee —V,) > Ver >0
\ Rsat Rb Rsat



1.2. ECUACIONES DEL OB EN VARIABLES NATURALES 17

ip

1/Ro

Vi

Figura 1.4: Funcién de la intensidad de base

donde Ry, B, Rsut y V5 son, respectivamente, la resistencia de base del tran-
sistor, la ganancia, la resistencia colector-emisor en saturacion, y la tension
umbral, pardmetros del transistor que consideramos constantes.

Estas funciones lineales a trozos estdn representadas en las figuras 1.4 y
1.5.

1.2. Ecuaciones del OB en variables naturales

En la figura 1.6 se definen las variables auxiliares que se empleardn para
obtener las ecuaciones del circuito.

Asi, I es la intensidad que circula por la inductancia de magnetizacion
del transformador de pulsos, u = Vog es la tension colector-emisor del tran-
sistor, u, = Vg es la tensién base-emisor, i, € i. son las intensidades de base
y colector respectivamente, v es la tensién en el condensador C', 7. es la in-
tensidad total que circula por la rama izquierda del transformador de pulsos,
y C. es un condensador de muy pequeno valor que aparece entre emisor y
colector y que representa una capacidad pardsita del transistor bipolar.

Aplicando la primera ley de Kirchoff obtenemos las siguientes ecuaciones:
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RsaT /Veg

Figura 1.5: Funcién de la intensidad de colector

Figura 1.6: Variables del Cicuito
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( d
EFE = R [ib(ub) +Cd_1;:| + v,
dl
u, = v+ Lna,
. dl
\ E = Rclct + LE + u.

Aplicando la segunda ley de Kirchoff obtenemos:

I = ict — mb(ub),
du U
.c = Ac > Cc_ a
Qet ie(u, up) + dt+Ro
Eliminando i.; se llega a:
( d
E = Riyu)+ RCd—: +o,
dl
u, = v+ LnE,
du dl R,
EF = — ) L— 1+ —
RcCc dt + Rc;c(uaub) + dt +( + Ro)u7
\ I = ic(u,ub) + Ccd—? — nib(ub) + Rio.

19

(1.5)

Es importante en nuestro andlisis observar que podemos obtener, com-
binando adecuadamente las tres ultimas ecuaciones de (1.6) una ecuacién

escalar que nos relaciona las variables entre si:

Up — U

E = R.I + Reniy(up) + +u

(1.7)

Si tomamos entonces la primera, tercera y cuarta ecuacién de (1.6) ten-

dremos entonces el siguiente sistema:

( , dv
E = Riy(up) + RC— + v,
du dt dl R
= Rccca + RC;C(U, ub) + L% + (1 + E)u,
. U , u
\ I = d(u,u) + C’Ca — nip(up) + %

En este sistema tenemos cuatro variables: u, v, I, y u; De estas cuatro,
sélo aparecen derivadas de las tres primeras, y ademas wu; se puede obtener
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de ellas a partir de (1.7). Luego estamos ante un sistema de tercer orden.
Hay que recordar que segtin el modelo que estamos usando del transistor,
iy = fo(up) v ic = fi(u,uyp) , siendo estas funciones lineales a trozos como se
describe en (1.2) y (1.3) respectivamente. Como las ecuaciones son lineales,
el modelo global del OB también es lineal a trozos.

1.2.1. Simplificacion de las ecuaciones
Para simplificar las dependencias introducimos la siguiente variable:

w = up + Ren*iy(up) (1.8)

Este cambio nos permite simplificar la ecuacién (1.7) combinando dos
variables que son dependientes entre si en una sola.
Como iy, = fo(up) podemos escribir w como funcién de uy :

Up, up < V’y

w:f(ub): 7’L2R
up + (up — V5) I :

, Up > ny
b

Como esta funcién es continua y estrictamente creciente, es biyectiva con
lo que podemos expresar u; como funcién de w, lo que es necesario para poder
determinar la dependencia de las intensidades de nuestra nueva variable.

(W, w <V,
. n*R.
w= ) =g = wrr (19
R w >V,
1+ c
\ Ry

Ahora, las dependencias de las intensidades en el transistor se pueden
)
expresar en funcién de w:

{ic = ﬁ(u,g(w)),
iy = fa(g(w)).

Hacemos también el siguiente cambio lineal de variables, que empleamos
para eliminar la tensién en el condensador C":
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y=v—nR.]I (1.10)

Aplicando los cambios de variable a la ecuacion (1.7), obtenemos:

w=nkE—nu+y, (1.11)

y por tanto hemos reducido una relacién entre cinco variables a una relacién
entre tres variables, lo que nos permitird expresar las intensidades, que son
funcién de u y w, como funcién de u e y, que son las variables que aparecen
en las ecuaciones junto con [ y v.

Podemos calcular la derivada de y escribiendo

dy dv dal 1 , nkik,
%—%—TLRCE—%(E—U—RMJ—

Ademas, dado que la intensidad por la bobina I aparece con frecuencia mul-
tiplicada por la resistencia R. introducimos la siguiente variable para poder
simplificar un poco més las ecuaciones

(E — R —nR.ip —u) .

z=R.I.
Asi, las ecuaciones (1.6) quedan:

RCv = FE —v— Riy(g(w)),

. R. 4 :
RcCcu = Z— EU - RCZC(U, g(w)) + chlb(g(w))v
L o

i El— z = nReip(g9(w)) — u, (1.12)

y = %(E—U—Rib(g(w)))—
- LC(E — z — nRy(g(w)) — u),

donde hemos explicitado la dependencia de las intensidades. De estas cuatro
ecuaciones podemos prescindir de una de ellas, salvo de la segunda, pues
iltima es combinacion lineal de la primera y la tercera.

Las ecuaciones con las que vamos a trabajar seran las (1.12), sustituyen-
do g(w) por g(nE — nu + y) usando (1.11), y eligiendo tres de las cuatro
variables(siempre tiene que estar incluida u) segin nos interese en cada zona
de funcionamiento.
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bl

| b

Figura 1.7: Ejemplos de variedades lentas. Las flechas indican el movimiento
de acercamiento o alejamiento a la variedad en la direccién del eje x.

1.2.2. Hipétesis de relajacion

En nuestro anadlisis, haremos uso de lo que llamaremos hipdtesis de rela-
jacién. Para introducir las ideas bésicas, supongamos que el sistema que nos
encontramos es de la forma:

ex = f(z,y,2),
y = g(x,9,2),
z = h(x,y,2),
donde 0 < e K 1.
Entonces, en primera aproximacion, podemos suponer € =~ 0 , y esto nos

define una variedad o superficie que denominaremos variedad “lenta” (ver
figura 1.7):

fla,y,2) =0

El movimiento sobre la variedad “lenta” lo denominaremos “movimiento
lento” y viene definido por las ecuaciones

y = g(x7y7 Z)?
z = hiz,y,2)

junto con
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r=(y,2): ey, 2),y,2) =0.
El movimiento exterior a la variedad “lenta” lo llamaremos “movimiento
rapido” y viene definido por las siguientes ecuaciones

o = f(r,y,2),
y = eg(z,y,2),
2 = eh(x,y,2),

donde " denota derivacién respecto a la nueva variable (escala rapida de
tiempo)
T=-.
€
Teniendo en cuenta que en primera aproximacion ¢ =~ 0 , las ecuaciones
quedan:

x, = f(xvyOVZO)a
Yy = Yo = cte.
z = zy=cte.

Observamos que los puntos de la variedad lenta son equilibrios del movimien-
to rdpido, pues si

f(x(hyo, Zo) =0,
entonces
' =0.
Podemos clasificar las zonas de la variedad lenta en funcién de la estabil-
idad de este equilibrio:

of >0 Inestable

= (ﬁo, Yo, Zo)
Oz <0 Estable

Asi, las zonas de la variedad lenta quedan clasificadas en repulsivas (equi-
librio inestable) y atractivas (equilibrio estable) como, por ejemplo, en la
figura 1.8.

Los puntos de la variedad lenta, donde se cumple

%(IL‘O, Yo, Zo) = O,
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Superficie lenta atractiva
Superficie lenta repulsiva

Figura 1.8: Clasificacién de zonas de las superficies lentas.

representan los “bordes” de la variedad lenta, donde se producira el “salto”
o “relajacion” del movimiento rdapido entre los movimientos lentos.

Es decir, un sistema de este tipo se comportard como un sistema de segun-
do orden con el movimiento confinado en una zona atractiva de la variedad
lenta, hasta el instante en el que la trayectoria toque un borde de la variedad
y entonces se producird un movimiento réapido descrito como un sistema de
primer orden, hasta que la trayectoria entre en otra zona atractiva de la
variedad lenta.

Nuestro sistema no se comportard exactamente asi, ya que al ser lineal
a trozos tenemos puntos de discontinuidad de la derivada, y serd en estos
puntos donde se producird el salto como ya veremos.

Un ejemplo interesante de este tipo de sistemas aparece cuando la var-
iedad lenta es la catédstrofe de cuspide (ver figura 1.9).
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sup. lenta atractiva

sup. lenta repulsive

sup. lenta atractiva

Figura 1.9: Catéstrofe de cuspide

1.2.3. Estudio de las ecuaciones del OB por zonas.
Aplicacion de la hipétesis de relajacion.

Nuestro sistema, debido al modelo lineal a trozos que introduce el tran-
sistor, queda dividido en tres zonas distintas, siendo lineal en cada una de
ellas.Veamos las ecuaciones en cada una de estas zonas.

Regién de corte

Esta zona se caracteriza por la no conduccién del transistor, con lo que
se tiene

1 =1, = 0.

Para escribir con mayor sencillez las ecuaciones, introducimos las sigu-
ientes constantes de tiempo:
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T = RC,
L

T - 5

! R

T. = R cy
y la relacién de resistencias

R,
r=—.
R,

Eligiendo u , y , z como variables de estado, las ecuaciones (1.12) quedan:

Tl = Z—TU
. T 7- T
T2 = E—u—2z

Calculemos los equilibrios de nuestro sistema, y encontramos el siguiente
unico equilibrio:

_ E
u = ,

1+r
_ rE
SO

nr
y = E(1-
Y ( 1+ 7‘)’
a lo que corresponde un valor de
v=~F

Aplicaremos ahora la hipétesis de relajacién, suponiendo 7. = 0.
Entonces la primera ecuacién de (1.13) nos define la variedad lenta, que
en este caso serda un “plano lento”

Z=Tu

Ademss, en esta zona comprobamos que

0
%(z—ru) =-—r <0,

luego el plano lento es atractivo, y el movimiento serd lento.
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Proyectando la dindmica en el plano (y,u) e introduciendo la constante

7  RR.C
S = — =

T L ’

obtenemos las siguientes ecuaciones

R
Tﬂf o r (1.14)
Ty = E(l—ns)—y+n(s—r(l—s)u.

Veamos los autovalores y autovectores del sistema. La correspondiente
matriz asociada es

1+7r

14r
A — . T 01 :l< — —: S 0 )7
“ls—r(1—s)] —= T\nls—rl—-s)] -1

T T

lo que nos dice que los autovalores verifican

1
Moo= -
-
1
N o= -t
T

Como los autovalores son reales y negativos, el equilibrio serd genérica-
mente un nodo estable.
Para el calculo de los autovectores, planteamos primeramente el sistema

es decir,
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Para el segundo autovalor, escribimos

Vou
A — )\l —0,
( 2)<%y)

es decir,

y llegamos a

(Bl == 9l) Vo (-3 + 20 vy =0

T T T

Un sencillo calculo conduce a la ecuacién simplificada

Vay

n‘/Zu + = 07
T

y haciendo V5, = 1, tomamos

o ()

Veamos que ocurre si los autovalores son iguales, es decir, si tenenemos
un autovalor doble. En dicho caso

1+r 1
i S = -,
rT T
y llegamos a
s—r(l—s)=0,

con lo que la matriz del sistema queda

de manera que el equilibrio es un nodo estrellado estable, siendo todas las
direcciones autovectores.
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Nos interesa ahora la posicién del equilibrio con relacién a la frontera de
la regién. Recordemos que la regién de corte estd caracterizada por u, <V,
o, de (1.9), llegamos a w < V,,, que equivale recordando (1.11) a

nk—nu+y <V,

Concluimos que la condicién para estar en la regién de corte en las nuevas
variables es
y— V.
u>F+>—2
n
Como tenemos para el equilibrio que calculamos previamente que

n n
E— E E—
— -y Bl Vy _
1+7r n 1+7r n
_ L E-V,
= u-+ >
n
——
V
0

Deducimos, pues, que

y-V
n
v que el equilibrio no esta contenido en la regién de corte. Como este equilibrio
es un nodo estable, forzosamente la trayectoria en algtin momento dado saldra
de la region de corte.
Tenemos el sistema completamente caracterizado en esta zona y resumi-
mos la informacién de este apartado en la figura 1.10.

u< FE+
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u
ﬁ:i =
1+r —
X
g)CORTE
s y
Vy-nE _
v —p(1. T
y=E( 1+r)

Figura 1.10: El equilibrio que gobierna la dindmica del sistema en corte estd
fuera de dicha regién y se indican las rectas invariantes de los autovectores.



1.2. ECUACIONES DEL OB EN VARIABLES NATURALES 31

Region Activa

Esta regién del espacio esta caracterizada por las siguientes ecuaciones:

( u > 0,
—V
u < E+y Ly
n
-V
u > Bub 7,
\ Rsat Rb

y teniendo en cuenta que

2Rc 2Rc

w+V7n— nE—nu+y+an—

_ Ry _ Ry
7 1+ ¢ T 1+ <
uy >V, Ry w=nk—-nu+vy Ry

la tltima desigualdad que caracteriza la region activa queda como sigue

2

nE—nquy—l—Vﬁyu
Ry, Vv
n’R, 7
U -8 1+ R, 76nE—nu—|—y—VW
Rsat Rb B Rb+n2Rc 7

o equivalentemente

).

Ry, + n’R. y—V.
u(m+n)>y+nE—VW:n(E+ TL’Y

Si introducimos la constante

la condicién queda
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En resumen, la regién queda definida en las nuevas variables por las sigu-

ientes desigualdades
.

u > 0,
—V
u < E+y—7,
n
-V
w > k(E+ 21—,

\

La dindmica de esta regién se caracteriza por la conduccion del transistor
y el hecho de que la intensidad de colector es proporcional a la de base
(amplificacién):

up — V, :nE—nu—i—y—Vv
Ry Ry +n?R, ’

, , nk —nu+y—V.
e = ﬁlb = ﬁ 29 .
Ry, +n*R,
Por lo tanto, las ecuaciones (1.12) quedan:

. R, E— -V, E— — V.

T = z——u—Rcﬂn mity W—I—chn Aty 2
R, Ry +n2R, Ry +n?R,

. nkE —nu+y—V.

z = E—z—nR. T,
m Ry + n?R,

: 1 nk —nu+y—V.

= - |E-y—nz—R 1) —
4 T ( 4 Ry, +n2?R, )
n nkE —nu+y— V.
——(EF —2z—nR, T w).
Tl ( Rb -+ n2RC )
Para intentar simplificar algo las expresiones usamos las constantes:
R, T
r=—, §s=—,
Ro Ti
ya consideradas anteriormente y definimos ahora otras dos:
nR,
Qe = ————,
Ry +n?R,
R
o =

Ry, +n2R,
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Las ecuaciones quedan:

T = z—ru+ac(nE—nu+y—Vy)(1—é);

n
mz = E—z—a.(nE—nu+y-—V,)—u, (1.15)
Ty = E(l—-ns)—y—n(l-s)z+

+(nsa, —a) (nE —nu+y — V,) + nsu.

Aplicando la hipétesis de relajacién con 7.~ 0 , se tiene

Ozz—ru—l—ozc(nE—nu—i—y—V,y)(l—g).

Veamos el caracter de la variedad lenta en esta zona, estudiando el signo de

) ENEE B
£ z—ru+ac(nE—nu+y—VV)(1—ﬁ) ——7’+nac(n—1).

Esta expresion es positiva cuando

T
B>—+n

C

que en los pardmetros originales del circuito equivale a

Rb + TL2RC
> _—

b nk,

+ n,

es decir
BnR, > Ry, +n’R. + n’R,.

Con los siguientes 6rdenes de magnitud

Ry, ~ 100 €,

R, ~ 1 KQ,
n ~ 0,1,

R, ~ 1KQ,

La condicién queda:
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g >12,
que se cumple siempre pues el orden de magnitud de 3 es por lo menos de
50.
Por lo tanto el cardcter de la variedad lenta es repulsivo, y la trayectoria,
al entrar en esta regién, se convierte en un movimiento rapido, con z, y = cte.
Podemos también calcular el equilibrio. Haciendo en (1.15) las derivadas
iguales a cero, queda

0 = E—rﬂ+ac(nE—nﬂ+y—VV)(1—é),
n

0 = E-Z—a.(nE—nu+y—-V,) -7,

0 = E(l-ns)—y—n(l—s)z+

+(nsa. — a) (nE —nu+79 — V,) + nsu.

La solucién del sistema anterior conduce al equilibrio

1 (V, — E)a.p

7 = +E
1+7r |[n(l—na.+ )
_ _TE (E—=V,)(n(1+7r)—7)
z = — Q.
1+r n(l+7)(1 —na.+ «)
7= V,—E nr (E—=V))(14+7r—ap)

I+r  (1—na.+a)(l+r)
Cuando dividimos por 1 —na. + a tenemos la garantia de que no estamos
dividiendo por cero pues:
nR. R Ry+ R
Ryt n°R. Ry +n*R. Ry, +n°R,

Veamos si el equilibrio estd dentro de la region activa. Se habra de verificar
primeramente si

>0

l—na.+a=1-—n

V,—FE
u>0e (V; = E) af +E>0,
n(l —na. + «)
pero esta condicién es equivalente a
. nk

<
(1-na.+a) E-V,
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y se llega a la condicién

R. E

"B+ R E-V,

que puede cumplirse o no.
Otra condicion que se debe cumplir
5V,

u< E+ )
n

que nos llevaria a
E -V,

0<
n(l—na.+a)

lo cual se cumple pues

E >V,
Ry, + R
1 — na, - 2T
R T

Finalmente también debe cumplirse

y— V.
@ > k(E+ L),
n
lo que nos conduce a
1— —F E—
k (V’Y )acﬁ + E > k’ VY ’
L+7r [n(l—na.+ ) n (1l —na. + )
que reagrupando nos lleva a
1V
(V, — E)a.p - E ‘1—1-7"_1
nE(l-na.+a) n(l—nact+a) 1 7
k

35

(1.16)

sustituyendo los pardmetros del circuito llegamos a la siguiente expresion

E— Vy 5RC E — Vy ﬂRsat Rc
. 1— ) N
E RiR E m+R TR
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que observamos que es mas restrictiva que la condicién (1.16). Podemos ree-
scribir esta condicién de la siguiente manera

E-V, _ R, (R, + R)
E B (RCRO + RsatRc + RsatRo) '

(1.17)

expresiéon que puede cumplirse o no cumplirse, dependiendo fundamental-
mente de los valores de R y R, En cualquier caso la posicién del equilibrio
de activa no es relevante para nuestro analisis.

Region de saturacion

Esté region queda definida por las siguientes desigualdades

U > 0,
u < ﬁub — Vw_
Rsat Rb

Anédlogamente a lo que vimos en la regién activa, la ltima desigualdad se
reduce a

y—V,

n

u<k(E+ ).

Las intensidades que circulan por el transistor en esta zona se caracterizan
porque la intensidad de base ya no controla la intensidad de colector, cuyo
valor viene determinado por la tensién colector-emisor:

u—Vy, nE—-nuty-V,
Rb Rb—l—anc ’

u
Rsat

e =

Las ecuaciones del sistema 1.12 quedan ahora como sigue
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: R. u nkE —nu+y—"V.
c = - 5 _RC_ Rc 'Ya
[ T Ry + n?R,
. nk —nu+y—V,
Tz = FEF—2z—nR, Ro + PR, —u,
: 1 nE —nu+y—V.
— Z|(E—-y—-nz—R v
Y 7'( yone Ry + n?R. )
n nk —nu+y-V,
——((E —2z—nR. —u).
7'1( 2o Ry +n2R, u)

Para intentar simplificar algo las expresiones usamos otra vez las con-
stantes

-
s = —,
Ti
nR,
Qe = S/ 55
Rb + HQRC
R
0O = —
Rb + n2R07
e introducimos otras dos nuevas
1
A S
Ro Rsat
R,
o= =
P
Las ecuaciones 1.12 quedan ahora
Tuw = z—1rut+ao.(nE—nu+y—-1V,)
11z = E—z—a.(mE—-—nu+y-V,)—u (1.18)
Ty = FE(l—-ns)—y—n(l-—s)z+ '

+(nsa. —a) (nE —nu+y—V,) + nsu

Para el célculo del equilibrio, resolvemos el sistema

0 = z—r'ut+a.(nE—nu+7y-V,)
0 = E—-Z—a.(nE—nu+y—-V,)—7u
0 = E(l—ns)—y—n(l—s)z+

+(nsa. —a) (nE —nu+7 —V,) + nsu
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y obtenemos

_ FE
u g
r+1

E-V, rE
7 = 27N
y 1—|—oz—nozc+ K n?“’—l—l
. r'E E -V,
° T 7”+1_Oéc(1+oz—nac)

Veamos si este equilibrio estd en saturaciéon. Evidentemente,

E
r' 41
luego sélo hay que verificar la condicién

> 0,

v-Vv

n

u<k(E+ ).

Sustituimos las expresiones anteriores y obtenemos:

E-V, r'E
-n
E Sk(E+1+a_nac r’+1)’
r+1 n
o equivalentemente
FE k E-V.
(1—k)§——’y.
r+1 nl+a—na.

Si expresamos en los pardametros naturales del circuito la condicién anterior,
se obtiene finalmente
E < RCRO + RcRsat + RORsat
E-V,~ Ry (Ry, + R)

B

si se verifica esta condicion el equilibrio del sistema en saturacién se encuentra
en la propia regién de saturacién; teniendo en cuenta los valores normales
de los pardametros, esta relacion puede o no cumplirse, luego no tenemos
garantizada la posicién exacta del equilibrio. Habrd que determinarla para
los valores concretos que se elijan para el circuito y si tenemos un pardmetro
variable que aparezca en la relacién, podremos conseguir que el equilibrio
esté fuera o dentro de la regién de saturacion.



1.2. ECUACIONES DEL OB EN VARIABLES NATURALES 39

. < QSATURACION
u=-— °
14
/ E-V Y
Vy-nE — B Vy Enr'
= +n2R,) +Vy -
Y= RaR (RotWR) +Vy -

Figura 1.11: Equilibrio que gobierna la dindmica del sistema en la regién de
saturacién (supuesto en activa).

Si comparamos esta expresién con la condicién (1.17) vemos que es ex-
actamente la contraria, es decir, si el equilibrio del sistema en saturacién
estd en la propia regién de saturacion, entonces el equilibrio del sistema en
activa no estd en la zona de activa, y viceversa. Si se cumple la igualdad en
(1.17) entonces ambos equilibrios coinciden en un punto que necesariamente
se encuentra en el plano de separacion entre la region de saturaciéon y la de
activa.

Podemos encontrar una representacién del punto donde se encuentra el
equilibrio (suponiendo, por ejemplo, que se encuentra en activa) en la figura
1.11.

Aplicando la hipétesis de relajacion a las ecuaciones (1.18), cuando 7, ~ 0
, llegamos a:

O=z—ru+a.(nE—nu+y—V,),

que nos da el plano “lento” de saturacion
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z=r'u—a.(nE—nu+y—-1V,).

Para ver el cardcter de la variedad lenta, calculamos la expresion

0
%(z—r’u—l—ac (nE —nu+y—V,)) =—r'"+an,

y la condicién para que la variedad sea atractiva resulta ser

' —an<0&sr+amn>0,

lo cual se cumple, pues todos los pardmetros implicados son positivos.

Por lo tanto, nos encontramos en una situacién similar a la regién de corte.
Para poder escribir las ecuaciones que gobiernan la dindmica del sistema
sobre la variedad “lenta”, tenemos que sustituir la ecuacién del plano lento
en las otras dos ecuaciones de (1.18), como se indica a continuacién. Primero
eliminamos z de la segunda y tercera ecuacion:

Tz = E—r'u—u=FE—u(l+71)
Ty = E(l—ns)—y—n(r'—s(1+7))ut (1.19)
+(nae —a) (nE —nu+y—V,)

Ahora, calculamos la derivada de u a partir de la de z derivando la primera
ecuacion
2= (r' + na.)u — yae

para obtener

. 1 . . )
uw=———(24+ya.) = (sT12 + Tay).

(r' + nag) (r' + nag)T

Ya podemos sustituir las expresiones (1.19) de las derivadas y escribir

1 /
= W(S(E —u(l4+7")+ a(E(l—ns)—y—

—n(r' —s(1+7r"))u+ (na. — a) (nE —nu+y—V,)),

de manera que el sistema proyectado en el plano (u,y) puede resumirse en

U U
. :Asa +bsa
<y) t(y) t
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donde
—(r'"+ 1)s + an(a —na. + s+ r'(s — 1)) ac(na. —a—1)
(r' + nag)T (r' + na)T
Asat -
n(a—na.+s+1r'(s —1)) (nae —a—1)
T T

y el vector de constantes by, es:

(s + ac(l —ns))E + a.(noe. — o) (nE —V,)

(r' + nag)T
bsat =
E(1 —ns)+ (na, —a) (nE —V,)
T
Es importante constatar que:
R n’R
/ o) = ¢ I R > O,
(r" + na.) Rp+Rb+n2Rc

yva que todos los términos son resistencias y por tanto son positivos, luego
tenemos la garantia de no estar dividiendo por cero.

Para intentar simplificar un poco la notacién introducimos los siguientes
parametros adicionales:

(noe —a—1)

Ho=
T
¢ = n(o —noe +s+1'(s — 1))
- - ,
P (r' + na.)’
/
” (r+1)s 7
(r' + na.)T

de manera que, ahora,

A — ( —0 + p¢ pu)
sat 5 H’ )
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con lo que dicha matriz depende sélo de cuatro pardametros de manera mas
o menos simple. Para determinar la estabilidad del equilibrio, nos interesa
conocer los signos de la traza y el determinante de esta matriz:

tr(Asa) = —0 + p€ + p1,
y después de simplificar se llega a

s(r'+ 1)(nae — 1) = na. — ' (a + 1).

tr(Asat) = (T’ + nac)T

Teniendo en cuenta el signo de la siguiente expresién:

nk —Rb

-  _1=——""__ <0
Ry +n?R, Ry +n?R, ’

noa.—1=n
deducimos que s(r" + 1)(na. — 1) < 0. Por lo tanto todos los términos en el
numerador son negativos.

Como en el denominador sélo aparecen sumas y productos de pardmetros
positivos, es positivo, y concluimos que la traza de la matriz del sistema en
saturacion es negativa.

Si calculamos ahora el determinante de la matriz del sistema

det(Aser) = (=0 + p&)u — pu§ = —op,

y recordemos la definicién de estos pardmetros:

(noe —a—1)

o=
T
!
. (r'+1)s 7
(r' + nag)T

vemos que el signo coincide con el de 1 — na,. — a. Ahora bien:

n?R, N R _ R+R,
Ry +n2R, Ry,+n2R. Ry,+n’R,

> 0,

l—na.+a=1-—
y por lo tanto:
det(Agur) = —op > 0.

En definitiva el equilibrio tendra cardcter estable en cualquier caso, pu-
diendo ser un foco o un nodo, degenerado o no. Este resultado lo podiamos
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haber predicho teniendo en cuenta que si en el circuito del OB sustituimos
el transistor por su modelo en saturacién (que no es més que una resistencia
entre base y emisor y otra entre colector y emisor) todos los componentes
son pasivos, con lo que los equilibrios deben ser estables.

El cardcter de foco o nodo lo podemos dilucidar calculando el signo de la
expresion:

f(Asat) - tr(Asat)Q - 4det(Asat)7
que expresada en funcién de los pardmetros que estamos usando queda:
f(Agat) = (—0 + p& + p)* + dop.

Sustituyendo el valor de los pardmetros en esta expresién, se tiene después
de realizar diversas simplificaciones

(s(r" + 1)(nare — 1) + na + '@+ 1)) + dsa(r’ +nar)(r + 1)
(’I“/ + nozc)27'2

f (Asat) -

Nos interesa el signo de la expresién. Para verlo podemos prescindir del
denominador puesto que es positivo. En cuanto al numerador, expresado en
los parametros naturales del circuito, se llega a

R.(R + R,,))2

sig(f(Asat)) = sig {(RC + R,) ((HQRC —sRy) + (R + R))

+4sRR. (n°R, + n*R.+ Ry) } .

Si el signo de la expresién es positivo, tendremos un nodo, si es negativo,
tendremos un foco, y si la expresién da cero tendremos un nodo degenerado.
Entonces podemos escribir la condicién frontera, es decir, la que da un nodo
degenerado:

2
Rl + R”)) = —4sRR. (n*R, + n°R. + R,)

(Rc + Rp) ((anc — SRb) + (RTRp)

o equivalentemente

R.(R+ R,

2
R.R
(R.+ R ))) = 4sR(n’ R, + ——
c P

2 —
((n R, SRb) + —RC n Rp).
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Y por tanto:
2
((nQRC —sRy) + %) 4sR(n*R, + RR:_R; ) = NODO
c 74 c P
2
((nZRC — sRy) + %) = 4sR(n*R.+ RRZFRZ’ ) = N. DEG.
c 74 c P
&m+m»2 R.R,
’R. — sR _— < 4sR(n*R, = FOCO
((” sBo) R Ry sBwhe+ =5

1.3. Planos y rectas notables.

Por lo que hemos visto, el espacio queda dividido en tres partes o regiones
de funcionamiento, debido a la definicién lineal a trozos del transistor.

En la figura 1.12 podemos ver estas regiones, proyectadas en el plano
(u,y) que quedan definidas de la siguiente manera (consideramos siempre
u>0)

y_v'y

Qeorte = {(u,y,z) s> E—{——},
n

Qactiva - {(u,y,z) : k <E_'_y_TlV'Y) <u< E+ y_nV'y}’

Qut = %m%z%u§k<E+y_VO}.

Recordemos que

k= < 1.
Ry 4+ n?R,
1+ ——-——

nﬁRsat
Asi pues las regiones estan separadas por planos, que denominamos planos
limite:

Plano limite corte — activa : L.=u=F + ,

-V
Plano limite activa — saturacion : Ly=u=Fk (E + Y v) .
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gZCORTE

Q,criva
ME-V y/n

QSAT
kmE-V )/n

Vy-nE

Figura 1.12: Separacién en regiones por los planos limite

Ademss, dentro de cada regién existe un plano lento, en el cual se mueven
las trayectorias para el caso de corte y saturacion:

Plano lento de corte

I, =z =ru,
Plano lento de activa : M, =z=ru—a.(nE—nu+y—V,)(1— é),
n
Plano lento de saturacion : y=z=r'v—a.(nE—nu+y—1V,).

La interseccién del plano lento de corte con el plano limite corte-activa
determina la recta de salto de corte, que es por donde escapan las trayectorias
de la regién de corte:

Z=ru
Tse = y—V,

u=F+
n

La interseccion del plano lento de saturacién con el plano limite activa-
saturacion determina la recta de salto de saturacién, que es por donde escapan
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las trayectorias de la regién de saturacién:

z=r'u—a.(nE—nu+y—V,)

u:k<E+y_V”)
n

TSS

Cuando las trayectorias tocan una cualquiera de estas rectas, se produce
una relajacién, es decir, sélo varfa la variable u mientras el resto permanece
constante, hasta que la trayectoria cae en un plano lento. Con este criterio
podemos determinar las rectas de caida.

La recta de caida de saturacion es la proyeccién en direccion u de la recta
de salto de corte sobre el plano lento de saturacion:

z=r'u—oa.(nE—nu+y—V,)

—V.
z:r<E+y ’Y)
n

La recta de caida de corte es la proyeccion en direccion u de la recta de
salto de saturacién sobre el plano lento de corte:

TCS

Z=TuU

z:r’k(E+y_V7

n

Tee =

y—V.
)—Ozc(nE—nk:(EJr " 7)+y—Vw)

Que agrupando términos queda:

Z=TU
T =3 2= (k(r + nae) — na)(E + L)
n

Para visualizar mejor estas rectas, las proyectaremos en el plano (u,y).
Asi, la recta proyeccion de la recta de caida de saturacion es, eliminando

- V.
rpcszr’u—ac(nE—nu—i-y—Vy):7’<E+y 7),
n

que agrupando términos queda:

(r + nov) <E+ y_v”)

n

Thes = U =
P r 4+ na,
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Tpee L.

k(r'+not, )-n oy,

E-
m (E-Vy)

L

(nE-V p)/n

k(nE-Vy)/n

Vy -nE
r+no.,

n(r'+no, ) (nE-Vy)

Figura 1.13: Rectas de caida y trazas de los planos limite

Y la recta proyeccién de la recta de caida de corte es:

y_v'y

(k(r' + na.) —na.)(E + -

)

Tpee = U =

pce r

Para una situacién genérica estas proyecciones junto con las trazas de los

planos limite estdn dibujadas en la figura 1.13. Para que todo esté tal como

estd dibujado se tiene que cumplir la siguiente relaciéon entre las pendientes
de las rectas:

1 1
(k(r" 4+ nae) — nae)— 1 (rtnag)-—
n n
> > > —.
r n o n ' 4+ no.

Observamos que la desigualdad es obviamente equivalente a
k<1,

que se cumple trivialmente, mientras que las desigualdades laterales
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(k(r" 4+ nae) — nag)
r

(r + na.)

'+ no,

son equivalentes entre si, luego basta que se satisfaga la condicién

T+ N0
— < k.

T+ noe
En los pardmetros naturales del circuito esta condicién la podemos escribir
como sigue

R. N n’R,
R, Ry+n3R. < 1
R, . n’R, 14 Ry +n’R,’
Rp Rb + anc nﬁRsat
o bien
n’R, + Ry —i—nQRC& _ 1
n?R, + R, + n*R. R, Ry +n’R.’
1+ —
nﬂRsat

que equivale a

n’R, 4+ Ry, + n*R, < nBR,.

Esta condicién resulta ser la misma que determina que el plano lento de
activa tenga cardcter repulsivo.

Como observacién final hacemos notar que en el punto u =0, z =0,
y =V, —nkE se cortan las dos rectas de caida, las dos rectas de salto, y tanto
los planos lentos como los planos limite.

1.3.1. Posicion relativa de los equilibrios de corte y
saturacion

Es interesante comprobar la posicion relativa de los equilibrios de corte y
saturacion. Ya habfamos calculado que
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_ FE
Ue = 5
1+7r
_ FE
Usa .
¢ 147

Si tenemos en cuenta la relacién entre r y r':

Rc

T_E_Rp_ Rsat

" Re R, R+ R,
RP

podemos obtener su posicion relativa respecto a la variable u:

R,

Esat - 1+7n_1+ﬁo_RpRo+Rc_ Rsat R0+Rc o
U N 147 RC_ER + R _R t+R RoRsat N
c 1 - o flp c sa o Rc

* Rp Ro + Rsat *
Rsat(Ro + Rc) RORC

=1- .
RoRsat + RcRsat _I' RoRc RoRsat + RcRsat + RORC

Vemos claramente que

asat
Ue

<1,

con lo que independientemente del valor de los pardmetros el equilibrio en
saturacién estd por debajo (en su proyeccién en el plano (u,y)) respecto al
equilibrio en corte.

Veamos ahora la otra coordenada de los mismos equilibrios en dicho plano:

nr
y. = E(1-
yc ( 1+7,,)’

E-V, rE
] — 4V, - )
Ysat 1+ a—na,. 7 n1+r’

Recordemos que
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Ry, + R
Rb + TZQRC.
En el circuito, R ~ 50 K2, R. ~1 KQ y R, >~ 1002 . Por lo tanto:

1+a—na. =

1
l+a—na,>1= —— K 1.
14+ a—na,

Por otro lado,
" R
1+7 R.+R,

y como Ry, es una resistencia pequena comparada con el resto, es decir,

RsatRo
=~ Ry < R,
b Rsat + Ro '

tenemos que

TJ

~

1+7
lo cual implica que el equilibrio de saturacion estara cerca del eje u

Y

ysat:v:)’_nE‘

Esta no sera la posicién del equilibrio pues estamos restando cantidades
parecidas y ya tendrd peso el primer término, pero sirve para ver que el
equilibrio estd situado en los alrededores del eje u.

Sin embargo, en el equilibrio de corte se tiene:

ro R, N
1+r R.+R,

Y

DO | —

y por lo tanto:

nr n
7.=F(1— ~B(l—-)~E.
Jo=B(1 - )= B1-3)

Deducimos que con los valores que se emplean de las resistencias, se tiene

yc > ysat?

es decir, el equilibrio en corte estd a la derecha del equilibrio en saturacién.
Un dibujo de la posicién aproximada se puede ver en la figura 1.14.



1.3. PLANOS Y RECTAS NOTABLES. ol

= X
UCoRTE ° CORTE

— X
SAT
UgaT - °

| | Y

Ysat YCoRrRTE

Figura 1.14: Posicién relativa de los equilibrios de corte y saturacion
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Capitulo 2

Comportamiento global del OB

Tras haber visto el comportamiento en cada regién de funcionamiento del
OB, pasamos ahora a detallarlo en general.

Es importante recordar que el equilibrio de la regién de corte se halla
siempre fuera de ella, y es estable, con lo que cuando el sistema se encuentre
en corte tenderd a salir de esa region.

Por contra, el equilibrio de activa es inestable luego también el sistema
tendrd la tendencia de escapar de esta regién (mds aun si consideramos la
hipétesis de relajacion).

Sin embargo, el equilibrio de saturacion es estable y en un principio podria
encontrarse dentro de la propia regién de saturacién. Luego nos encontramos
con dos posibles casos:

1) El equilibrio de saturacién no estd en la regién de saturacién: entonces
el comportamiento que podemos esperar del sistema en saturacién es como
en las otras regiones, es decir, tenderd a salir de la zona.

2) El equilibrio de saturacién estd en la region de saturacion: entonces
existirfan trayectorias que podrian ser atrapadas por el equilibrio, aunque
también existirfa la posibilidad de que las érbitas atravesaran el plano limite
entre saturacion y activa en cuyo caso entrarfan en la regién activa.

Partiendo de las posiciones de estos equilibrios, podemos esperar, respec-
tivamente, el siguiente comportamiento global del sistema:

1) Orbitas oscilatorias que pueden o no tender a un ciclo limite, lo que
trataremos de comprobar mediante una aplicacién de Poincaré.

2) Posible coexistencia de drbitas oscilatorias (como las del caso anterior)
con 6rbitas que son atrapadas por el equilibrio de saturacion.

Teniendo en cuenta la hipdtesis de relajacién y lo expuesto en anteriores

53
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apartados, de las érbitas oscilatorias podemos esperar lo siguiente:

i) Seran oscilaciones de relajacién, que describirdn, en el espacio de fases,
la parte lenta de su trayectoria sobre los planos lentos, mientras que la parte
rapida serdn rectas con la direccién de u entre los planos lentos, en primera
aproximacion.

ii) Las rectas de entrada y salida de los planos lentos son las rectas de
calda y de salto descritas en el apartado anterior.

iii) Las escalas de tiempo en las zonas lentas pueden ser distintas, es decir,
puede haber un movimiento “lento lento” y otro “lento rapido” con lo que
nos encontrarfamos con tres escalas de tiempo.

iv) Las trayectorias pueden tender a un ciclo limite, pueden ser atrapadas
por un equilibrio y por tanto cesar la oscilacién; también podria darse la
existencia de comportamientos cadticos. Una de nuestras tareas en adelante
es intentar demostrar si se pueden dar estos comportamientos o no.

Para estudiar estas trayectorias empleamos las aplicaciones de Poincaré
que pasamos a describir en el siguiente apartado.

2.1. Aplicaciones de Poincaré

Para poder reducir la complejidad del sistema y analizar su compor-
tamiento global, construiremos una aplicacién de Poincaré de una recta en
s{ misma.

Esta aplicacién asigna a un punto de la recta, que llamaremos u;, otro
punto de la propia recta que se calcula siguiendo la 6rbita del sistema que
tiene como punto inicial u;, hasta que vuelve a intersectar con la recta, en
este punto que llamaremos uy.

El retorno de la érbita no estd garantizado, pues podria suceder que la
trayectoria del sistema quedara atrapada por un equilibrio estable. También,
teniendo en cuenta la tridimensionalidad de nuestro sistema podria ocurrir
que la 6rbita no intersectara de nuevo con la recta.

Sin embargo, en virtud de la hipétesis de relajacién, tenemos reducido el
comportamiento del sistema a movimientos confinados a los planos lentos en
las regiones de corte y saturacién, y a saltos en la direccién u en la regién de
activa.

Por tanto, es posible elegir adecuadamente la recta sobre la cual con-
struiremos la aplicacién de Poincaré, de modo que tendremos garantizado el
retorno excepto por la posibilidad de que la trayectoria quede atrapada por
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Ipec L

L,

Ug

¢ y
Vy-nE

Figura 2.1: Trayectoria con un punto inicial en la recta ..

un equilibrio estable, lo que sélo puede ocurrir en saturacién por lo visto en
anteriores apartados.

La recta elegida serd la recta de caida en corte, que nos asegura, salvo
cafda en el equilibrio de saturacién, que la trayectoria retorna tras describir
exactamente un movimiento en corte, un salto de corte a saturacién, un
movimiento en saturacion, y finalmente un salto de saturacién a corte que
cae exactamente en la recta de caida de corte, es decir, nuestra recta de
salida. Podemos observar esta trayectoria en la figura 2.1.

Obtencién analitica de la aplicacién de Poincaré

Pasamos ahora a obtener una expresion analitica de la curva de la apli-
cacién, que se puede obtener en forma implicita. Denominamos I' a nuestra
aplicacion:

I' o Tpee = Tpec

W € Tpee — I'(U;) = Uy € rpec (2.1)
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Ipee L

L,

Ug

pes

¢ y
Vy-nE

Figura 2.2: Construccién de las aplicaciones I'y, I's, I's, y ['y.

Para ello, como conocemos el comportamiento de nuestro sistema para
cada regién, lo que hacemos es construir las siguientes aplicaciones:

1_\1 : 70pcc > Tse
F2 ‘Tse > Tpes
1—‘3 * Tpes > Tss

F4 “Tss > Tpee

=I=T40l30I30I"

Estas aplicaciones se ven claramente en la figura 2.2.

Para construir estas aplicaciones, distinguimos I'y y I'y de las otras dos,
puesto que realmente el comportamiento del sistema desde una recta de salto
hasta una de caida es un movimiento en la direccién u con el resto de variables
constante. Asi, si tenemos la expresién de la recta de salto:

asu+bsy +cs =0,
y la expresién de la recta de caida:

acu~+ by +c. =0,
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s6lo tenemos que relacionar u; y uy a través de yo que es el valor que toma
y en el salto. Asi, partiendo del sistema

asu; + bsyo + ¢cs = 0,
acug + beyo +c. = 0,

se llega a la expresion

b asU; + Cs
_ ‘ bs ce _ bcasui + (bccs - bscc)
Ur = = b s
(078 sle

y, por lo tanto,
clbstly clts stc
Fj(ul) b.asu —+ (D C bse )

7j=2,4 bsafc

?

que es una expresion lineal como cabia esperar.
Para nuestro caso particular, como las expresiones de las rectas son:
rse = n-u—y+(Vy,—nk) =0,
Tes = %-u—y—l—(%—nE):O,
Tpee = nr-u— (k(r' +na.) —nae) -y + (k(r' + na.) — na.) - (V, = nE) =0,

Tpes = n(r' +nae)-u— (nae +7)-y+ (noe +1) - (V, —nE) =0,
llegamos a la siguiente expresién para las aplicaciones:

no. +r

Lo(u;) = m'un
k(r' + na,) — na.
Fo(u) = (k( rk) )'Ui-

Para las aplicaciones I'; y I'3 s6lo podemos obtener ecuaciones paramétri-
cas en funcion del tiempo. A esta variable temporal la denominaremos tiempo
de vuelo, t,.

Trabajaremos con el vector de variables de estado, definido como

u
X = :
Y
En general, para obtener estas ecuaciones, disponemos de la ecuacién de

la recta de salida, que podemos expresar como:

RSXZ' -+ SS = 0, (22)
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donde R es un vector fila de dos componentes, y S es una constante; también
disponemos de la ecuacién de la recta de llegada, que podemos expresar como:

R”Xf + Sll = 0, (23)

donde Ry es un vector fila de dos componentes, y S;; es una constante; y
finalmente, como el sistema es lineal en esta regién, podemos expresar x; en
funcién de x; y t, empleando la matriz exponencial:

Xy = €Atv (Xz — i) + i, (24)

dénde A es la matriz del sistema en la region y X el equilibrio del sistema.
Sustituyendo (2.4) en (2.3) llegamos a:

Ry (eAt” (XZ' — f) + K) + Sy = 0. (25)

Por otro lado, usando (2.2) podemos expresar x; en funcién de w;:

; —1
( Rsl RSQ ) ( UZ ) —I—Ssz():>y$: R (Rslui+SS),
7 S2
con lo que llegamos a:
w 1 0
X; = ( l ) = —Rg1 Ju; + —Ss = W1U; + W,
vi R52 R52
I |
W1 Wo

lo que sustituido en (2.5) nos lleva a:
Rll (eAt” (Wlui + Wo — f) -+ f) + S” = 0,
expresién de la cual podemos despejar u;, siempre que Ry; - et - wy £ 0:

Rll . (eAt" . (W2 — i) + f) + Sll
Ry - eAte - wy

= fi(to)- (2.6)

U; = —

Con la relacién anteriormente obtenida tenemos x;:

R” . (eAtv . (W2 — i) + f) + Sll I

X; = —W1
Rll . 6At” * W1

2,
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y podemos sustituir este valor inicial en (2.4) para obtener el valor final:

Rll : (eAt” . (W2 - i) + K) + Sll
Ry - eAlv - wy

x; = e (—w, +Wy—X)+X = fot,). (2.7)
Las expresiones (2.6) y (2.7) definen una curva en pardmetricas, corre-

spondiente a la aplicacion

Sustituyendo los diversos pardmetros por sus valores en la zona de corte y
saturaciéon obtenemos respectivamente, I'y y I's. En el primero de los casos,
como conocemos los autovectores y los autovalores, y siendo el equilibrio un
nodo, conocemos las expresiones de eA*. Por tanto, podemos realizar un
estudio mas detallado, que pasamos a ver a continuacién.

Aplicacién I';. Resultados analiticos y cualitativos.

Al ser triangular la matriz Acorre, podemos obtener ciertos resultados
analiticos. Ademds como ya vimos el equilibrio siempre es un nodo, con lo
que podemos calcular una expresién de la matriz exponencial:

Aty
6Atv =V ( 8 (e)/\gtv > V—l

Sustituyendo los valores la expresién queda:

(1+7)t,
At ( 1 O). e TTy 0 < 1 0)—1:
—nr 1 Ly —nr 1
0 e T
(1+7)t,
_( 1 o)_ e TTL(Q <1 0)_
—nr 1 128 nr 1
0 ei?
(1+7)t,
e T 0
- (1+7)t, t, t,

—nre rTi +nre T e T
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Por otro lado, conocemos el equilibrio del sistema:

y las rectas de salida y llegada:

R, = (nr, —(k(r'+na.) —na) ),
Sy, = (k(r'+ nac) noe) (V, —nE),
R, = (n, —-1),

Sy = V,—nkE,

luego podemos obtener también w; y ws:

1 1
w, = “Ry | = nr 7
Ry k(r" + na.) — na,
0
0
Wy = -5, = )
2 R ( V, —nk )

Ya tenemos todos los pardmetros que necesitamos; para escribir la ecuacién
(2.6) calculamos primero algunas expresiones que seran titiles:

(1+7r)t,
Ry e w, = (n, =1)- ¢ TT(llJrr)tv " 0 .
—nre_ 'TL 4+ nre T e T
1
. nr
( kE(r' + na.) — na, )
(1+7)t, to
= (n+ m’)e_ e — (nr+ o )ei?,
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61
y también
(1+7)t,
Aty = - e rT] 0
e (W) —X)+X = _(1 )t " tv
—nre Tt 4nre T
E
( 0 ) _ 1+ [ 1 + (.
Vy—nE B(1—
( (1 (I+7)ty )t
E
1-—
“+r
= (1 + T)tv tv tv
nrk - -—
s e —1 +(VW—nE)e T+E[l—-e T
asi, podemos llegar a
ty (1+r)t,

Ry (e (wy—X)4+X)+Sy =nE |e T e

Por lo tanto, ya podemos escribir u;:

_(1 + 1)ty ty

ty
+(V,—E)[1—e T

ty
Ele L —6_? _i_%— 6_?—1
n
U; = )
(1+7r)t, ' ty
(r+1e ™M —r(1+ Je T

(k(r" + nae) — naoe)

con lo que hemos llegado a una expresién relativamente simple de u;

Calculemos ahora u;. Usamos la expresién (2.7) pero recordando que sélo
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necesitamos la primera fila.

(1+ 1)ty
T e 1
eAt“ W — (1 1 T)t ; ; . ( nr ) =
YA oo (k(r" + na.) — na.)
—nre e 4+nre T e T
(14 7)t,
) (1+r)t, X ty
— T 1 n T
nre + nr ( + k(" + na) — nac)) e

Como ya conocemos el resto de las expresiones, podemos escribir u:

_(1+r)tv ty VB ty
Ele "™ —e 7|+ Ayn e T —1 7(1+r)tv
“o= (L), e
e T el )
o (1+7)t,
b ),

y finalmente llegamos a:

ty t,
E r = V.- E s
-1 T i T —1
1+7r ((k(r’—kn%) — na,) )e + ¢

n (1+7r)t,
= rT
v (1+r)t, ty € +
—,— 1 —
1 T _ 1 T
(r+1e T( +(k:(7“’+nac)—nozc)>e
FE
147

Es importante que el denominador no se anule para no estar dividiendo

por cero. Podria darse el caso ya que existen algunos problemas con esta
parametrizacién de la aplicaciéon, como veremos més abajo.
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ngORTE

Vy-nE

Figura 2.3: Dibujo parcial del plano de fases entre las dos rectas. Caso A\; >~ Ay

Es facil ver de las expresiones que I'1(0) = 0, con ¢, = 0, lo que era de
esperar pues la recta de caida y la de salto se cortan en el origen.

También podemos deducir directamente de (2.4), sin necesidad de emplear
las ecuaciones, que I';(u) = u, ya que hay un autovalor con la direccién del
eje u. Este punto en las siguientes figuras se representa como A, y su imagen
como A’. También podemos determinar otro punto, y su imagen, que son los
resultantes de la interseccién de la otra recta de autovalores con la recta de
caida y la de salto, respectivamente. A este punto lo denotaremos por B y a
su imagen por B'.

Podemos ver la situacién en la figura (2.3) , en la que se esboza como seria
el plano de fases si todo el sistema estuviera en la zona de corte, supuestos
iguales los dos autovalores.

Recordemos que el autovector asociado a A\; es siempre horizontal. En las
figuras 2.4 y 2.5 vemos un esbozo de como serfa el plano de fases si uno de
los dos autovalores fuera suficientemente mayor que el otro.

Es importante senalar que en la aplicacién sélo consideramos la informa-
cién respecto a la coordenada wu, de los cortes de las érbitas con la recta de
caida y la de salto.
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ngOT

Vy-nE

Figura 2.4: Dibujo parcial del plano de fases situado entre las dos rectas.
Caso A\ > Ag.
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glCORTE

Vy-nE

Figura 2.5: Dibujo parcial del plano de fase situado entre las dos rectas. Caso
A1 < A
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La expresién analitica de la coordenada u de los puntos A, A, B,y B’ es

facil de obtener:
E

1+7r
Para calcular B y B’ debemos calcular la coordenada u de la interseccién
entre la recta que pasa por el equilibrio y con direccién el autovector asociado
a Ag, cuya expresion es:

uA:uA/:ﬂ:

FE 1 nr
_ — — —(y— E(1 -
1+7r m“(y ( 1+T))’
es decir,
1
=——(y—F
u=-=(y-B)

y las rectas de caida en corte y caida en saturacién, respectivamente,
cuyas expresiones son:

y—V,

(k(r" 4+ nae) —nae)(E + )
Tpee = U= n___
,
Yy — VW
—

Tee = u=F+

Como la pendiente de la recta del autovector es siempre negativa e igual
a —rn, la recta siempre tendrd la orientacion con la que la hemos dibujado
en las figuras. Las pendientes de las rectas de caida y salto son positivas y la
primera siempre mayor que la segunda como vimos en anteriores apartados.
Por esto siempre se cumplird vy < up < up.

Los puntos resultantes son:

E+ 20
v T<1+ q )’
k(r' + na.) — na,
F+ 20
uB = 1+77:L

Por otro lado, como hemos visto, es importante la relacién que existe
entre los autovalores del sistema en corte. Esta relacién estd controlada por
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Ug

Figura 2.6: Esbozo de la grafica de la aplicacién I'; para el caso A\; = Aq.

los valores de s y r, ya que:

1
/\1_ _; B r
Xy _1+7” N s(1+47)
rT]

Pasamos ahora a realizar un esbozo de la gréafica de la aplicacién emple-
ando las ideas anteriores para justificar su forma cualitativa.

En el caso de que los autovalores sean similares podemos esperar una curva
mondtonamente creciente y continua debido a la unicidad de las trayectorias y
a que solo se cortan una vez con cada recta. Al principio estard levemente por
encima de la linea de 45° debido a que las trayectorias tienden a acumularse
en la direcciéon del autovector horizontal, y por el mismo motivo una vez
pasado el punto A la gréfica estard por debajo de esta linea, y cuando se
supera el punto B la grafica se ird aplanando lentamente, aunque siempre
serd creciente. Podemos ver un esbozo en la figura 2.6.

Si A1 > A9, entonces las trayectorias se mueven fundamentalmente en la
direccién del autovector horizontal, como podemos ver en la figura 2.4.
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Ug

Figura 2.7: Esbozo de la gréfica de la aplicacion I'y, caso A1 < As.

Entonces, la grifica de la aplicacién, hasta acercarnos al punto B, debe ser
aproximadamente coincidente con la linea de 45°. Una vez nos acercamos a
ese punto, ird creciendo més despacio y una vez superado, llegard un momento
en el que llega a un maximo, y después decaerd asintéticamente a B’. Este
mé&ximo corresponde con la érbita tangente que se puede apreciar en la figura
del plano de fase. Todas las 6rbitas posteriores pasan una vez mas por la recta
de caida antes de llegar a la de salto.

Un esbozo de como podria ser la gréfica de la aplicacién se muestra en la
figura 2.7.

Si A\ < Ag, entonces las trayectorias se mueven fundamentalmente en
la direccién del autovector diagonal, como podemos ver en la figura 2.5.
Entonces la gréfica de la aplicacién, hasta llegar al punto A, primero decrece
desde A’, alcanza un minimo y después vuelve a crecer hasta llegar al valor
A’ en el punto A. Este minimo corresponde con la érbita tangente que se
puede apreciar en la figura del plano de fase. Todas las drbitas que parten
de un punto inferior al de tangencia pasan dos veces por la recta de caida
antes de llegar a la de salto. Una vez superado el punto A, ird creciendo més
despacio y una vez superado B’, se ird pareciendo a una recta con pendiente
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Ug

Figura 2.8: Esbozo de la gréfica de la aplicacion I'y, caso A; < As.

inferior a la recta de 45°, ya que la recta de caida se aplica en la de salto
aproximadamente por una paralela a la recta diagonal asociada al autovector
de )\2.

Un esbozo de como podria ser la grafica de la aplicacién se muestra en la
figura 2.8.

Como hemos visto, los puntos de tangencia de las érbitas del sistema
con la recta de caida pueden tener cierta importancia, ya que representan
méximos o minimos en la gréfica de la aplicacién I'y. Por otro lado, no es dificil
calcular estos puntos analiticamente, ya que deben cumplir dos condiciones:

= Estar sobre la recta de caida, lo que viene dado por la ecuacién de la
recta.

= La trayectoria del sistema que pasa por el punto debe ser tangente a
la recta. Esto viene dado por la condicién de que el producto escalar
del vector normal a la recta, n, y el vector tangente a la trayectoria x
debe ser nulo.
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De la ecuacion de la recta de caida,

(k(r' + na) — nag)(E + L= )
u= LR
-

podemos calcular el vector normal:

1
n= ( (kO + nae) — nay) > ;

rm

por lo que imponemos la condicién

0 = (nig = o E
_(k(r’ + Zi;) — nac) (E(l B ns) —y+ n(s — T’(l — S))u)

Eliminando y entre esta ecuacién y la ecuacién de la recta podemos cal-
cular el valor de u en el punto de tangencia

V(RO 4+ nae) — nae)) + E (ns — (k(r' + na.) —na)(1 —ns+n))
v n(k(r" + na.) —noa. +1)(r(1 —s) — s) B
E E(1+4n)-V,

* n(k(r' + na.) — na. + 1)) '

1

Vv, —
- m(fm—s)* "

Una vez méas hacemos la observacion de que:

—n’R.+ Ry +n*R. R, -
R, + n2R, R, +n2R.

—na.+ 1= 0,

y por lo tanto,
n(k(r" + na.) — na, + 1) > 0.

Sin embargo, si A\; = A9, como

se deduce que
r=s+srer(l—s)—s=0,
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es decir, que cuando los autovalores son iguales no existe punto de tangencia
(como cabia esperar). Ademds es légico que la expresién de los puntos de
tangencia tenga una discontinuidad en dicho punto, pues, si partimos de
A1 < )\ el punto de tangencia practicamente estd en A; conforme A\; va
creciendo, el punto de tangencia se va desplazando hacia abajo hasta que
los autovalores son iguales, momento en el que no existe. Si ahora \; sigue
creciendo, el punto de tangencia aparecerd desde el infinito por la parte de B
y se ird acercando hasta confundirse practicamente con dicho punto cuando
A1 > Ao

El interés de este punto de tangencia es que representa un minimo o
un méaximo en la aplicaciéon I'y, con lo que en un entorno de ese punto la
aplicaciéon no serd biyectiva. Como I' estd formada por la composicién de
todas las aplicaciones, serfa posible conseguir que la aplicacién resultante no
fuera biyectiva. Este hecho es fundamental si queremos encontrar similitud
entre la aplicacion I' y la conocida aplicacién logistica, que es susceptible
(bajo condiciones adicionales) de exhibir comportamiento caético.

En este mismo sentido, para que el minimo o el méximo sea realmente
interesante, debemos procurar que no esté ni demasiado cerca ni demasiado
lejos del punto de corte con la recta del autovector dominante en régimen
permanente. En el primero de los casos, las trayectorias se acumularian en el
punto A o B segiin corresponda, y en el segundo de los casos se nos saldria
de la zona de valores normales del circuito, careciendo de interés.

Aplicacién I's. Resultados analiticos y cualitativos.

Debido a la expresién de la matriz del sistema en saturacién, no vemos
conveniente obtener explicitamente la representacion paramétrica de la apli-
cacion.

Haremos, como para el caso de corte, un estudio cualitativo de la forma
de la grafica, especialmente si el equilibrio es un nodo y se encuentra fuera
de la zona de saturacién, que es el caso mds relevante en la préctica.

En tal caso es posible la existencia de puntos de tangencia como los vistos
en corte, que provocarfan maximos o minimos en la gréfica de la aplicacion.
Podemos calcular estos puntos de la misma manera que lo hicimos en corte.
A partir de la ecuacién de la recta

(r + naw) (E + y_TV”)

"+ na,
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obtenemos su vector normal

1
n=| (r+na;) ,
n(r' + na)
e imponemos la condicién de nulidad a
: 1
(nx) = —————{(s+a(l —ns))E — (naer’ + (1 — nae)s(l +1'))u—

(r' + na.)T

—oy + ac(noe — o) (nE —nu+y—V,) —

_{r+nac) [E(1 —ns) —y—n(r" —s(1+7"))ut
n

+ (na, — )] (nE —nu+y—V,)},

que lleva a
/ / r
0 = u(rr'— (1—1—7")3(1—1—7“)—i—r(nozc—oz))—ky(g(oz—kl—nac)) +

+E <s(1 +7r)— % —r(na. — a))) +V, (%(nac - a)) :

Eliminando y entre esta ecuacién y la ecuacion de la recta podemos cal-
cular el valor de u en el punto de tangencia:

E(r—s(1+r))+%(E—v7)

u = i /
rr’ — (14 7)s(1+ ")+ r(na. — ) i + - + na
T+ Nno, T+ noe

Siempre que el denominador es distinto de cero. Si se anulara, para dichos
valores de los pardmetros no existirfa punto de tangencia.

En saturacién ocurre también una situacién especial. Podemos conseguir
que el equilibrio del sistema esté en la propia zona, con lo que habrd érbitas
que quedardn atrapadas por el equilibrio, con lo que existird un rango de
valores de u donde la aplicacién no estard definida. La 6rbita limite entre las
que son atrapadas y las que no lo son es tangente a la recta de salto, como
podemos observar en la figura 2.9. En dicha figura se ha supuesto el autovalor
correspondiente a una direccién mayor que el otro.

En el caso de la figura 23 las érbitas que comienzan con valores pequenos
de u pueden saltar de vuelta a corte, pero las que empiezan con un valor de
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Figura 2.9: Porcién del plano de fases comprendida entre la recta de salto y
caida de saturacion, con el equilibrio en la propia zona.

u mayor son atrapadas por el equilibrio. Es posible pensar en una situaciéon
simétrica en la que suceda lo contrario, bastarfa cambiar la pendiente de la
recta del autovector asociado al autovalor menor de modo que sea inferior a
la pendiente del autovector asociado al mayor.

Este punto de tangencia también se puede determinar analiticamente.
Lo calculamos de la misma manera que lo hicimos para los otros puntos,
partiendo de la ecuacién de la recta de salto,

y_vv

u=k(E+
n

),

y de su vector normal
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imponemos que

0 = (H,X) = . = {S + ac(l - n8>>E - [nacrl"i_

(1 —na.)s(1+1r")]u—ay+ ac(na. —a)(nE —nu+y —V,) —
—k(?"*T"O‘c) (B(1—ns) —y —n(r' —s(1 +'))u+

+(nae —a) (nE —nu+y—V,)]}.
Después de eliminar vy, el valor de u en el punto de tangencia resulta ser:

g (s k' +na(k 1) kr' + na.(k — 1)

(1—n(s— 1))> +V, .

kE—1 1
(nac—a)—l—E)

n

u =

—s(1+7") + (kr' + (k — D)nae) (' — s(1 +1") +

Consideraciones cualitativas sobre la aplicacién de Poincaré

Consideraremos ahora la aplicacién de Poincaré, que resulta de la com-
posicién de las anteriormente vistas, y trataremos de sacar algunas conclu-
siones sobre su comportamiento. Bdsicamente nuestro objetivo serd obtener
cotas para la imagen de algunos puntos notables. En primer lugar, intentamos
acotar I'(u,) y escribimos:

F(UA> = F4 @) F3 o FQ o F1<UA) = F4 o Fg @) FQ(UA/).
Ahora bien, I'y(u4/) es facil de obtener, pues

E )_nozc—f—r E
1+7" na.+r 147

FQ(UA/) = F2(

y por lo tanto, obtenemos que

. E
F(uA)—F4oF3(na T )

nac—kr"l—l—'r’

Antes de seguir con la expresién anterior, veamos que I's(u4/) estd por debajo
del equilibrio de saturacién. La condicion

Esat > FZ(AI>7
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es equivalente a
FE noe + 7 FE

> . ,
1+ na.+r" 1+r
y después de algunas simplificaciones se llega a

r(na. —1) > r'(na, — 1) & r <7/,
donde hemos tenido en cuenta que:

TL2 RC —Rb

l=—-1=——<0.
n?R. + Ry n?R,. + R,

no. —

Cuando sustituimos los valores de r y 7/, vemos que

R R, RoRsar
r<re <o _—_— <R,
Ry R, Ro + R
lo cual es evidentemente cierto.

Podemos concluir que, en condiciones genéricas, la trayectoria que parte
de I'y(ua/) tenderd a buscar el equilibrio, luego I's o I'y(ua/) serd menor que
ﬂsat-

Asi pues, como I'y es creciente, tenemos que

F'(ua) =T4o0Tl500(ua) < Ty (Tsar)
donde

k(r' +nae) —na._  k(r' +na.) —na. E
rk Hsat = rk r+1

FAJL (ﬂsat) -

Por otro lado, podemos suponer que en la trayectoria dentro de la regién
de saturaci6n el valor de u no disminuye, es decir, que I's o I'y(u4/) serd algo
mayor que [y(ua).

Esto implica que, como I'y es creciente, tenemos

T(ua) =Ty (T30 Ty(A)) > Ty (To(4)),
donde

, k(r' + na,) — no, ,
L (Lo = B0 Z ey g
kE(r' 4+ na.) —na. no.+r E

rk nae +r 147
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Ahora nos proponemos demostrar que
F4(F2(A,)) > A,
para lo cual escribimos la desigualdad equivalente

k(r'+na.) —na. noa.+r FE - E
rk noa.+r" 1+r 147

Tras algunas operaciones se llega a la desigualdad

no. +r
C—<k7

no,. +r’

que no es sino la condicién
n’R, + Ry + n*R. < nfR,,

que es la misma que determina que el plano lento de activa tenga caracter
repulsivo, luego debe cumplirse.
En definitiva, hemos probado que

us < Ty (Ta(uar)) < T(ua) < Ty(Usar),

consiguiendo tanto una cota superior como inferior para la imagen del punto
A.

La situacion relativa de los diversos puntos esté representada en la figura
2.10. Hacemos notar que, aceptando la hipétesis de relajacion, la tnica su-
posicion adicional que hemos hecho en este andlisis ha sido considerar que
al caer en saturacion, la trayectoria en dicha regién no escapa de la banda
comprendida entre los valores de caida de u y el valor de Uq;.

Ahora realizaremos un andlisis similar para el punto B. Comenzamos
recordando que

F(UB) =IyoIl'30l0 FI(UB) =TI4oI30 F2(UB’)

donde
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_ #B
T(Usa )/ N

T(w) CQCORTE

Vy -nE

Figura 2.10: Acotacién de la imagen del punto A.

y
E -V,
E+
n
up = 147
Entonces
E -V, E-V,
E+r: n no. +r E+ n
FZ(UB’):FZ = ) )
147 na. + 1’ 147
con lo que
E -V
E+ 1
no, +r
[up) =Taols no —I—r’. 1—1—77’1

La condicién para poder asegurar que ['s(B’) estd por encima del equilibrio
de saturacion es:

E-V,
E noe + 7 B+ n

1+ nozC—H"" 1+7r

, (2.8)
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pero no es posible en general asegurar su validez, por lo que seguiremos un
razonamiento que tenga en cuenta también el caso contrario.
Asi, si se verifica (2.8) escribiendo

Usar < Ta(upr),
y aplicando un razonamiento andlogo al del punto A podemos suponer que
Cy(Usar) < T(up) < Ty (To(up)) .
Es ahora inmediato comprobar que
Ly (Po(up)) < up,

puesto que dicha desigualdad conduce a

no.+1r 1
no.+r'14+r

[k(r" + na.) — nae + 1]

que es equivalente a
no, + 1

noe + 1’
condicién ya comprobada anteriormente.
Si por el contrario, se verifica la condicién contraria a (2.8), es decir

1—‘2 (UB’) < Esatv

podriamos escribir
FQ(UB/) < F3 (PQ(UB/)) < Ugqt-

De nuevo, usando la monotonia de I'y conseguimos probar que
Ly (To(up)) < T(up) < Ty(Usat)-
Entonces, de nuevo obtenemos que
[y (Usar) < us,

siempre que

k(r' 4+ nae) —na. E - n
k 1+ 1 ’
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Usat

& y
Vy -nE

Figura 2.11: Acotacién de la imagen del punto B.

y esta desigualdad equivale a

Ry < B (ReRyut + RefRo + Ruut o) (1 - %)
que se satisface genéricamente.
La situacién relativa de los diversos puntos, para el primero de los casos,
estd representada en la figura 2.11.
Resumiendo el razonamiento anterior, en cualquiera de las dos hipétesis
hemos obtenido que
F(U B) < up,

y anteriormente vimos que
us < D(ua),

de manera que si asumimos que I'; est4 definida! y es monétona en el intervalo
Ta(uar), Pa(up)] tenemos la garantia de que

P([UA7U’BD - [uAqu]7

! Admitimos que el equilibrio de la regién de saturacién est4 fuera de dicha regién.
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Ug

Figura 2.12: Posible forma de la gréfica de la aplicacién de Poincaré

y ademds en dicho intervalo, la aplicacién I' es monétona. Entonces, la for-
ma de la gréfica de la aplicacién de Poincaré seria aproximadamente la de
la figura 2.12. Si la hipdtesis de monotonia sobre I's no fuera vélida, atin
podriamos realizar acotaciones adicionales que asegurarian la condicién an-
terior. En cualquier caso nuestra conclusién principal es la existencia de un
punto fijo para I' que da cuenta de la oscilacién que se observa en el oscilador
de bloqueo.
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Simulacion
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En esta segunda parte del trabajo presentamos resultados de simulacién
que permitirdn calibrar la bondad del modelado realizado anteriormente y
confirmar los comportamientos que se pueden predecir a partir del anédlisis
matemdtico del modelo.
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Capitulo 3

Eleccién de los parametros

En el circuito aparecen algunos parametros que dependen del transistor
elegido y sobre los que no tenemos mucho control, como son 3, Ry, Rsat, y V5.
Para éstos, usaremos los siguientes valores aproximados (obtenidos usando
valores de curvas de [11] y de simulaciones con el programa PSPICE):

B = 50,
R, = 100 Q,
Rt = 54,
V, = 0,65V.

Ademads, tenemos otra serie de pardmetros:

= Resistencias: R, R. y Rp.
= Condensadores: C. y C.
= Pardmetros del transformador de pulsos: n y L.

s Fuente de alimentaciéon: F.

Como ademads C.. representa una capacidad pardsita del transistor, su
valor debe de ser muy pequeno, del orden de algunos picofaradios.

Recordemos también algunos pardmetros que se han introducido para

85
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facilitar la escritura de algunas expresiones:

T = RC,
L
T, = —
! Rca
Te = RCOCa
T
s = —,
71
R,
r = —
R,’
1
Ry = L1
Ro Rsat
/ R,
ro= —,
P
nk,
a, =
Ry, +n?R,
R
(8% =
Ry, +n?R,
1
ko= —
1+Rb+n R,
nﬁRsat

Para elegir estos pardmetros de forma coherente tenemos que basarnos primera-
mente en las condiciones expuestas en la parte de modelado:

= Hipdtesis de relajacion:

T X T,
Te <<7-lv

condiciones que expresadas en los parametros del circuito llevan a:

R.C. < RC,
L (3.1)
R.C. < —.
<<Rc

= Repulsividad del plano lento de la regién activa:

b >

r

+1,
nao,
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que en los parametros del circuito lleva a:

Ry + n’R

B> R ©+1=n?Ry+ Ry +n’R. < n*BR,. (3.2)
0

Aparte de estas condiciones que son importantes para que las hipéte-
sis realizadas en el modelado del problema sean correctas, tenemos otras
condiciones que nos determinan el posible comportamiento del sistema en
saturacion:

= Condicién para que el equilibrio de saturacién esté dentro de la region
de saturacion:

E < RCR() + RcRsat + RORsat
E_V, > Ro (By + R)

3. (3.3)

= Tipo de equilibrio de saturacién:

R.(R+ Ry)
(R.+ R,)
R.(R+ R\’ ) R.R,
i S 240 | N. DEG.
(R.+ R) ) sR(n RC+RC+RP):> G
R.(R+ Ry)
(R.+ Ry)

2
R.R,
4 2 ¢ NOD
> > SR(ch-i-R R): ODO

c P

((nQRc — sRy) +

((nQRC — sRy) +

R.R,
R.+ R,

2
((anc —sRy) + ) < 4sR(n*R. + ) = FOCO

Ademss también conocemos la posicion de ciertos puntos notables, co-
mo podemos ver en la figura 3.1.
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Iec

Ug

Ug

UCORTE ——
Qactiva
Ies

QSATURACION

UsaT A-

} i y

Ysat YCORTE

Vy -nE

Figura 3.1: Puntos importantes del plano (u,y).

Las coordenadas de estos puntos son:

_ E
UCORTE = UA=Ua = 1t
B nr
YocorTE = E(l - 1+r>’
_ E
USATURACION — M+l
B E—-V. r'E
YSATURACION = R + }%(Rb +n’Re) +V, — o 1
E-V.
E + -
up = Ti )
1
" ( * E(r' + na.) — nac)
E—-V.
E + i
_ n
upr = 147

Otros datos que tenemos son las coordenadas u de los puntos de posible
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tangencia de una de las rectas de caida o de salto con una 6rbita del plano
de fases:

= Tangencia con la recta de caida en corte:

_; — V- B E(l—i_n)_%
u—r(l—s)—s(E(l )+ n +n(7€(r’+n0¢c)_"o‘c+l)).

= Tangencia con la recta de caida en saturacién:

E(r—s(1+r))+%(E—v,y)

r—r r 4+ na,

u =
rr’ — (1+7)s(1+7") +r(na. — a)

r
r+ na. T+ noe

= Tangencia con la recta de salto de saturacién:

/ J——
g <5 k"4 nac(k—1)

n

(1—n(s — 1))) R no;‘:(k ab)

u = .
k-1 1
(nae —a) + )

—s(L+7")+ (kr'+ (k — Dna)(r' — s(1+1") + ’




90

CAPITULO 3. ELECCION DE LOS PARAMETROS



Capitulo 4

Simulaciones realizadas

Se han elegido diversas configuraciones de pardmetros para ver posibles
comportamientos del OB. En este apartado tanto las graficas de las diversas
aplicaciones de Poincaré como las de las formas de onda han sido obtenidas
con MATLAB, usando siempre la hipétesis de relajacién (para mas detalles,
consultar la ultima parte).

4.1. Comportamiento normal del OB

Primeramente, para reproducir las curvas normales del oscilador de blo-
queo, cuya misién es crear ondas aproximadamente rectangulares de tension,
o pulsos, se han realizado tres simulaciones variando la relacién entre los au-
tovalores en corte para ver como varia la forma de estos pulsos. Recordemos
que dichos autovalores verifican

/\1_ T
Ao s(1+7)
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Lo que haremos seré variar el valor del condensador C' manteniendo constante
el resto de los pardmetros en los siguientes valores:

R, = Ry=1KQ,

R = 64 KQ,
C. = 20 pF,

n = 0,1,

L = 100 mH,
E =7V,

Con estos valores, se cumplen (3.1) y (3.2). Ademas, de (3.3) el equilibrio
en saturacién estd en la regién de activa, y serd un nodo estable. La relacion
entre autovalores de corte queda:

A1 107 71,8125 - 10710
Ay 2s  128C C '

Se han adoptado los siguientes valores de C' que a su vez nos dan una relaciéon

entre los autovalores en corte:

A
la) C = 781,25 pF = A—l =1,
2
A
1) C = 78,125 pF = A—l = 10,
2
A
le) C = 15,625 nF = A—l = 0,05.
2

Veamos las aplicaciones de Poincaré y las formas de onda en estos tres
Casos.

Caso la) La aplicacién de Poincaré correspondiente aparece en la figura
?7?. En ella observamos la forma que podiamos predecir a partir de un cierto
valor, pero antes de este es completamente plana. Para explicar este fenémeno
podemos ver las semiaplicaciones I'; y I's que se pueden ver respectivamente
en las figuras 7?7 y 77. La primera tiene la forma que podiamos esperar para el
caso de autovalores en corte iguales, y la segunda podemos observar que tiene
una primera zona inicial plana, para valores muy pequenos de la variable w.
Esta zona es la que motiva la forma de la grifica de la aplicacién de Poincaré
puesto que I's tiene el siguiente valor.

noe. +1r 01 +1

Ty(ty) = —< gy = —2 .
() = = 0 a0
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Y por tanto valores de hasta u; =5 V' en la recta de salto de corte caen
en la zona donde la aplicacién I's es aproximadamente constante, lo cual es
reflejado en la forma de la aplicacién global.

En las figuras 77 y 7?7 podemos observar trayectorias del sistema partiendo
de una condicién inicial grande y pequena respectivamente. En estas figuras
se han dibujado ademas las rectas de caida y salto. Podemos apreciar, como
cabfia esperar de la forma de la aplicacién de Poincaré, que una condicién
inicial pequena llega rdpidamente al ciclo limite y una condicién inicial grande
oscila disminuyendo su amplitud hasta que finalmente también llega al ciclo
limite.

Finalmente, en la figura ?? podemos ver las formas de onda de las vari-
ables naturales del circuito: u, I, v. Las formas de la onda de tensién son
las de un tren de ondas rectangulares, con un tiempo de valor bajo similar
al tiempo de valor alto.

Caso 1b) La aplicacién de Poincaré para este caso aparece en la figura ?77?.
En ella observamos una forma similar al caso anterior, lo cual era de esperar
puesto que la aplicacion I's es la misma.

En la figura 77 estd dibujada la grafica de la aplicacién I'; para este caso.
Podemos observar la forma predicha para la situacién A; > A, si bien no
influye nada en la aplicacién global debido a que el maximo se encuentra en
una zona de valores de u muy grandes.

En las figuras 77 y 7?7 podemos observar trayectorias del sistema partiendo
de una condicién inicial grande y pequena respectivamente. En estas figuras
se han dibujado ademds las rectas de caida y salto. Podemos apreciar lo
mismo que en el caso anterior, ya que la aplicacién de Poincaré es similar. Una
condicién inicial pequena llega rdpidamente al ciclo limite y una condicién
inicial grande oscila disminuyendo su amplitud hasta que finalmente también
llega al ciclo limite.

En la figura ?? podemos ver las formas de onda de las variables naturales
del circuito. La tensién u se asemeja ahora més a un tren de pulsos.

Caso 1c)Para este caso podemos ver la aplicacién de Poincaré en la figura
?7?. De nuevo observamos una forma similar al caso anterior, lo cual era de
esperar puesto que la aplicacién I's sigue siendo la misma.

En la figura 77 estd dibujada la grafica de la aplicacién I'; para este caso.
Podemos observar la forma predicha para la situacion A\ > A{, si bien su
influencia no se deja notar en la aplicaciéon global puesto que se halla en la
zona de valores bajos de tensiéon que es aplanada por la influencia de I'y y
Is.
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En las figuras 7?7 y 7?7 podemos observar trayectorias del sistema par-
tiendo de una condicién inicial grande y pequena respectivamente. En estas
figuras se han dibujado ademds las rectas de caida y salto. Podemos apre-
ciar lo mismo que en los casos anteriores, ya que la aplicacién de Poincaré
es similar. Una condicién inicial pequena llega rdpidamente al ciclo limite
y una condicién inicial grande oscila disminuyendo su amplitud hasta que
finalmente también llega al ciclo limite.

Finalmente, en la figura ?? podemos ver las formas de onda de las vari-
ables naturales del circuito. La tensién u estd ahora a un valor alto la mayor
parte del tiempo, con una forma de nuevo aproximadamente rectangular.
Este es el funcionamiento tipico del oscilador de bloqueo.

Comparando estos tres casos entre si, observamos que la eleccién de la
relacion entre los autovalores en corte influye considerablemente en la forma
de la onda de tensién, pudiendo asi conseguir desde pulsos a ondas rectan-
gulares. Vemos también que en estos casos, con 1’ > r, el ciclo limite es
muy estable, estando en una zona de pendiente practicamente nula de la
aplicacién de Poincaré.

4.2. Otros comportamientos del OB

Veamos ahora otros dos casos, de nuevo con el equilibrio de saturacién
fuera de la zona de saturacién, con lo que el comportamiento esperado es
un ciclo limite, y siendo de nuevo un nodo estable. Sin embargo esta vez
usaremos unos valores de las resistencias R, y Ry menores para aproximar
los valores de r y 7’ (es decir, disminuimos la pendiente de la recta de caida
en corte y por tanto la aplicacién I'y ya no tiene unos valores tan reducidos).
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4.2.1. Caso 2

En este caso, tomamos los siguientes valores.

= Ry=251Q,
= 45 KQ,

= 20 pF,

0,1,

= 100 mH,
= 157V,

= 78,125 pF.

O~ s Qo
I

Con estos valores, se cumplen (3.1) y (3.2). Ademés, de nuevo, podemos de-
ducir de (3.3) que el equilibrio en saturacién estd en la regién de activa, y serd
un nodo estable. Por otro lado tenemos los siguientes valores de pardametros.

r = 1,

r = 6,

A

2= 56810 < 1.
A2

Luego nos encontramos en un caso similar al 1c. En la figura 7?7 podemos
ver la aplicaciéon I'y con un minimo muy marcado como cabia esperar por
nuestras predicciones para este caso. Esta vez sin embargo al ser I's mayor
que en el caso anterior, el minimo aparece también en la aplicacién global de
Poincaré como podemos ver en la figura ?7.

Como habfamos previsto para este caso el minimo se encuentra antes del
ciclo limite y por tanto no lo vuelve inestable, si bien en este caso es menos
estable que el anterior.

En la figura 77 se muestra una trayectoria del sistema con una condicién
inicial pequena, que de nuevo alcanza el ciclo limite pero se aprecia el mayor
tiempo que tarda en conseguirlo. También podemos apreciar la menor incli-
nacién de las rectas de corte (tanto la de salto como la de caida) con respecto
a casos anteriores.

Finalmente, para terminar con este caso, podemos observar las formas
de onda de las variables naturales del circuito en la figura ??. Como cabia
esperar estamos en una situacion similar al caso 1c dado el valor de la relaciéon
entre los autovalores en corte.
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4.2.2. Caso 3

En este caso, tomamos los siguientes valores.

R. = 250,
Ry = 250 Q,

R = 45 KQ,
C. = 20 pF,

n = 0,2,

L = 100 mH,
E 15V,

C 7,8125 nF.

Con estos valores, se cumplen (3.1) y (3.2). Ademas, de (3.3) el equilibrio en
saturacion estd de nuevo en la regién de activa, y serd un nodo estable.Por
otro lado podemos ver los valores de algunos pardametros importantes.

r = 0,1,
r = 5,1,
A1
— = 1,034 ~1.
Ao ’

Luego nos encontramos en un caso similar al la. En la figura ?? podemos
ver la gréfica de la aplicaciéon de Poincaré. Al ser de nuevo '3 relativamente
pequena nos encontramos de nuevo una parte constante, pero al no ser tan
pequena el ciclo limite se produce después de esta zona, con lo que es mucho
menos estable.

En la figura 7?7 se muestra una trayectoria del sistema con una condicién
inicial pequena en saturacion, que conduce a valores altos de tensién en corte
como cabia esperar, aunque de nuevo se alcanza el ciclo limite tras un cierto
nimero de oscilaciones.

Finalmente, podemos observar las formas de onda de las variables natu-
rales del circuito en la figura ??. En este caso nos encontramos una onda de
tension perfectamente rectangular.

4.3. Comportamiento no oscilatorio del OB

Finalmente pasamos a describir una situacién en la que el equilibrio de
saturacion se encuentra en la zona de saturacién y por lo tanto es posible
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esperar un comportamiento no oscilatorio.
Los valores de los pardmetros del circuito en este caso son los siguientes.

R. = Ro=1KQ,

R = 45 KQ,
C. = 20 pF,

n = 0,1,

L = 100 mH,
E =7V,

C = 781,25 pF.

Estos valores son los mismos que los del caso la pero hemos disminuido R
de 64 KQ a 45 K€, con lo que la condicién (3.3) nos permite ver que el
equilibrio de saturacién se encuentra en la regién de saturacién. Por otro
lado, con estos valores, se cumplen (3.1) y (3.2). Ademds, el equilibrio de
saturacién serd un nodo estable.

En la figura ?? podemos observar la grafica de la aplicaciéon de Poincaré
para este caso. Podemos observar que para valores pequenos de la tensién, no
existe la aplicaciéon puesto que las trayectorias son atrapadas por el equilibrio
de saturacién, mientras que para valores grandes existe una oscilacién que
acaba siendo atrapada también por el equilibrio, con lo que no existe ciclo
limite en este caso.

En la figura 7?7 podemos observar una trayectoria del sistema partiendo
de una condicién inicial grande, cuyo comportamiento es el previsto. Aunque
aparentemente se llega a un ciclo limite realmente se realizan cinco oscila-
ciones y el sistema llega al equilibrio.

Esto se ve claramente en las formas de onda de las variables naturales del
sistema que parten de una condicion inicial grande, como podemos ver en la
figura 77?.
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Capitulo 5

Comparacién con PSPICE

Para finalizar el apartado de simulacién, se han realizado simulaciones
con el programa PSPICE, uno de los programas mas usado para el anilisis
y sintesis de circuitos electrénicos.

Como ya se mencioné en la parte de simulacién, existen muchos mode-
los complejos para el transistor bipolar (y para cualquier otro componente).
Concretamente, en PSPICE se pueden encontrar modelos del tipo Ebers-
Moll, Gummel-Poon, etc... considerando ademés diversos efectos no lineales,
como el efecto Early (para mas detalles ver [2]). Asi por ejemplo no es nece-
sario introducir el condensador C. puesto que los efectos capacitivos pardsitos
incluidos en los modelos de transistor bipolar que maneja el programa son
suficientes para reproducir el comportamiento de este condensador.

Los resultados obtenidos con este simulador, por lo tanto, son bastante
fiables, si bien es necesario tener cuidado pues pueden obtenerse resultados
erréneos si el programa es usado sin adecuados conocimientos de su mane-
jo y de los modelos que emplea, y pueden obtenerse resultados estables de
circuitos inestables y viceversa (ver [9]).

Comparando los resultados obtenidos del programa con los obtenidos por
simulaciéon numérica directa se llega a la conclusién de que debido a las
posibles inexactitudes del modelo lineal a trozos para representar el compor-
tamiento real del transistor bipolar, no todas las configuraciones de paramet-
ros con las que podemos esperar que el OB oscile representaran circuitos con
una solucién real oscilatoria.

Se han realizado dos simulaciones en las que existe oscilacién en las formas
de onda en la salida del PSPICE.

En la primera de ellas, con los valores del caso lc, se ha empleado el
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circuito que se puede ver en la figura ?77.

Las formas de onda obtenidas se pueden ver en las figuras 7?7, 7?7 y ?77.

Podemos ver una similitud cualitativa muy grande con los resultados
obtenidos y respecto a los valores numéricos encontramos una discrepancia
del orden del 20 %, con lo cual podemos decir que es una buena aproximacion.

En la segunda simulaciéon se han empleado los valores del caso 3 y el
circuito se puede ver en la figura ?77.Las formas de onda obtenidas de la
simulacién se pueden ver en las figuras 77, 77 y 77.

En este caso la similitud es cualitativa y cuantitativa, del orden hasta del
1% incluso en los perfodos en corte y saturacién. Por lo tanto para este caso
podemos concluir que el modelo es excelente.



Parte 1V

Programas para el analisis
numeérico del OB
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Para la simulacién numérica del OB se ha empleado MATLAB como
entorno de programacién, dada la simplicidad de su lenguaje y su especial
facilidad para trabajar con matrices.

Como el modelo del OB es lineal a trozos, el sistema de ecuaciones difer-
enciales que lo modela es lineal, por lo que su resolucién es exacta y se pueden
simular las trayectorias con precisién.

Los objetivos de la simulacién numérica serdn, por un lado, comprobar
la exactitud de la hipétesis de relajacion comparando la solucién exacta sin
aplicar esta hipétesis y la solucién aplicdndola. También se dibujardn en
proyeccién sobre el plano (u,y) trayectorias del sistema para diferentes val-
ores iniciales, puntos de equilibrio, las rectas de caida, y las trazas de los
planos que separan las diferentes regiones. Ademds se construird una apli-
cacién de Poincaré y se dibujard su gréfica.
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Capitulo 6

Metodologia de programacion

Se ha preferido un enfoque bésico, programando a un nivel simple, en vez
de emplear funciones més avanzadas de MATLAB para asi tener mas control.

No obstante, también se han usado algunas de estas funciones avanzadas
con el objeto de cotejar los resultados obtenidos con los de los otros progra-
mas.

A continuacién se explican algunas de las técnicas que se emplearon en
la programacién.

6.1. Eliminaciéon de ecuaciones

Cuando tenemos una ecuacion del tipo:

Ax+b=0
Donde:
ai;r a1 ... QAim T bl
a21 A29 ... QA9m i) bg
A= . . . ;X = ) ; b=
Ani QAn2 - Gom T b,

Y conocemos algiin tipo de relacién adicional entre las variables, como
puede ser:
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d'x+c=0
donde:
dy
a—|
dn

podemos eliminar una de ellas de la anterior ecuacién. Por ejemplo, para
fijar ideas, si queremos eliminar x,, , podemos hacerlo con la tinica condicién
de que dj # 0 . Entonces:

Ty = d_—m<c—{—aTx’>
dy T
d = : - x =
A1 L1

Y ahora introducimos este valor en la primera ecuacién. Llamando e a la
columna m-ésima de A ,y A a la matriz A elimindndole la columna m-ésima:

Ax te [d_—l <c+aTX'>] +b = 0

m

~ 1 ~
(A — d—edT)x’ +(b— ie) =0

m dm

Que escrito en forma mds compacta queda:

AX +b =0
Siendo:
A = A— iedT
dp,
b = b- —e
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Esta sustitucién la emplearemos con frecuencia a lo largo de los programas
que se explicardn mds adelante. Con MATLAB es muy simple crear estas
nuevas matrices y vectores a partir de los anteriores ya que es un entorno
pensado para este tipo de objetos. Se usa la notacién de dos puntos que esta
disenada para este tipo de manipulaciones.

La realizacién de este tipo de sustitucién programada en MATLAB serfa:

= Partimos de A,B,C,D tal como se han definido més arriba, con su cor-
respondiente dimensién.

= Calculamos Al (que es A ), D1 (que es d ) y E de la sustitucién de la
siguiente manera:

A1=A(:,1:(m-1))
D1=D(1: (m-1))
E=A(:,m)

Calculamos AP, BP (que son A’ y b’ ) :

AP=A1-(1/D(m))*(ExD1°)
BP=B-(C/D(m) ) *E

6.2. Resoluciéon de sistemas de e.d.o. lineales

En la simulacién del OB nos encontramos con sistemas ordinarios lineales
de tercer orden, pero gracias a la aplicacién de la hipétesis de relajacion los
reducimos a sistemas de segundo orden. Por lo tanto nos ocuparemos de la
resolucién de este tipo de sistemas, de la forma:

x=Ax+Db

Siendo:
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L1

X =
T2
ail A2

A =
Qg1 Q22
b

b =
by

Una solucién particular de la ecuacion es siempre:

x = —A"'b,

ya que representa a los equilibrios del sistema.

Solucionemos ahora la ecuacién homogénea. La solucién completa seréd la
suma de la anterior solucién y la de la homogénea.

Segiin sean los autovalores de la matriz A, las soluciones del sistema seran
de distinto tipo. Asi, si definimos:

A1, A9 autovalores de A

V:

v1 autovector asociado a M\
( Vi Vo ) con .
vy autovector asociado a Ao

podemos clasificar las soluciones del sistema:
= Si los autovalores son reales y distintos, entonces los autovectores aso-

ciados son reales y linealmente independientes. La solucién del sistema
homogéneo la podemos escribir entonces en forma matricial:

x = VTk.
Suméndole la solucién particular queda la solucién general de la forma

x = VTk — A~ 'b,

donde V es la matriz de autovectores anteriormente comentada, y las
otras matrices son:
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k = < Zl > , vector de constantes (a deter minar).
2
eMt 0

T = 0 et | matriz dependiente de t.

Como la funcién eig de MATLAB nos devuelve la matriz de autovec-
tores y una matriz diagonal con los autovalores, estas matrices son
inmediatas de calcular.

Partiendo de x(0) calculamos el vector k :

x(0) = VT(0)k—A"'b = Vk—A b,

I
I

que nos dice que
k=V"'. (x(0)+A'D).

Por lo tanto, en este caso la solucién se expresa como sigue

x=VTk =VTV™". (x(0) + A~'b) — A~ 'b.

= Si los autovalores son complejos, entonces son complejos conjugados (y
también lo son los autovectores).

/\172 =0+iw

Vig =V iw

Donde § y w son pardmetros reales, y v , w son vectores de coordenadas
reales.

Entonces, definiendo las siguientes matrices:
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k = ( zl ) , vector de constantes,
2

T = M ( cos(wt)  sen(wt)

—sen(wt)  cos(wt) ) , matriz dependiente de t,

V = ( vV W ) ,
la solucién es la misma que en el caso anterior:
x=VTk — A~'b.

Y como antes, si conocemos x(0) , como de nuevo T(0) =1, se tiene:
x=VTk=VTV~'. (x(0)+A 'b) — A" 'b.

» Si los autovalores son reales e iguales (autovalor doble), y existen dos
autovectores linealmente independientes, entonces nos encontramos en
el caso en que todas las direcciones son principales, es decir, cualquier
vector es autovector.

Es facil ver que para que esto ocurra la matriz del sistema debe ser
diagonal.

En tal caso podemos tomar V =1 y la solucién serd de la forma:

x = ek,
donde, como antes,

k = ( Zl > , vector de constantes.
2

Al sumar la solucién particular se obtiene la solucién general

x = eMk — A7 b,

y si conocemos x(0) , se tiene:
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k =x(0) + A™'b,

y, por tanto,
x = eM(x(0)+A"'b) — A”'b.

= Finalmente, puede ocurrir que haya un autovalor doble pero exista sélo
un autovector linealmente independiente (es decir, la multiplicidad ge-
ométrica del autovalor es uno). Es preciso entonces hallar un autovector
generalizado para construir la matriz V' pero no detallaremos su célculo
al ser un caso que de hecho no nos ha aparecido.

Por lo tanto, en cualquier caso se tiene la solucién del sistema, si bien hay
que detectar cual de los casos es el que se tiene para diferenciar el cédlculo
de la trayectoria. La manera més facil es realizar una llamada a la funcién
eig de MATLAB, que nos devuelve la matriz de autovectores y una matriz
diagonal con los autovalores. Con esta iltima matriz ya podemos clasificar
el sistema en uno de los cuatro casos anteriores.

Si conocemos x(0) que serd normalmente nuestro caso, tendremos que
calcular solamente tres matrices, dos de ellas constantes y otra variable que
habra que recalcular en cada instante y depende del caso. Asi, si definimos

s = x(0)+A b,
P = _Ailba

y T es la matriz variable cuya estructura depende de cada caso como ya
hemos visto, se tiene que

MATLAB permite otra alternativa, que es emplear la matriz exponencial,
lo que evita clasificar el sistema o preocuparnos de autovectores o autovalores
(de todos modos, lo anterior es 1til para conocer el comportamiento del
sistema). Asf, la expresién eA! siempre nos da la solucién del sistema para
cualquiera de los casos. Entonces, escribirfamos:

x(t) = e*'s + p.
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Capitulo 7

Estructura de programacion

Se han empleado archivos de instrucciones, tanto para introducir los datos
iniciales como para las tareas principales, y archivos de funciones para las
subrutinas.

Los archivos empleados son:

= datos.m: en este archivo simplemente se introducen los datos iniciales,
para simplificar su posterior simplificacién.

= matrices.m: partiendo del anterior archivo se calculan las matrices del
sistema en cada regién.

= eqauto.m: se calculan los equilibrios, autovalores y autovectores del sis-
tema.

= eltm.m: aplicando la hipdtesis de relajacion se calculan unas nuevas
matrices del sistema (eliminando una variable o dos segtin la zona) y
sus equilibrios, autovalores y autovectores.

= comp.m: este archivo imprime los equilibrios, autovalores y autovectores
del sistema con y sin hipétesis de relajacion para su comprobacién
numérica.

= rectas.m: este archivo dibuja las rectas y trazas de planos a las que se
hacen referencia en la primera seccién, y también los puntos de equi-
librio y direcciones de los autovectores, todo ello en proyeccién sobre el

plano (u,y).
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= evolucion.m: es el archivo encargado de calcular la evolucion del sistema
dadas unas condiciones iniciales.

= trayect.m:emplea el anterior archivo para dibujar trayectorias del sis-
tema.

= cambio.m: se usard para calcular el punto exacto en el que la trayectoria
cambia de region del espacio (cambiando las ecuaciones).

= poincare.m: dibuja la gréfica de la aplicacién de Poincaré de la recta
de caida en corte en si misma.

= gammal.m: dibuja la grafica de la aplicacién de Poincaré de la recta
de caida en corte en la recta de salto de corte.

= gamma2.m: dibuja la grafica de la aplicacién de Poincaré de la recta
de caida en saturacién en la recta de salto de saturacién.

= puntot.m: archivo similar a evolucion.m pero que no conserva ningin
tipo de informacién sobre la trayectoria seguida. A partir de un punto
inicial, calcula la interseccién de la érbita que nace en dicho punto con
una recta.

= resolver.m: resuelve numéricamente el sistema sin aplicar la hipotesis
de relajacion, empleando el integrador de MATLAB odel5s.

= blocking.m: es una funcién de los pardmetros y el estado que devuelve
las ecuaciones que definen el sistema, para su uso por resolver.m.

Cada programa estd adecuadamente documentado para facilitar su legi-
bilidad y posterior modificacién o adaptacion.

A continuacién se explica cada uno de estos programas en detalle y se
adjunta su listado.

7.1. datos.m

En este archivo simplemente introducimos los datos fundamentales (pardmet-
ros) de nuestro problema. Es importante tenerlo aparte para poder modificar
estos datos en cualquier momento.

El listado del programa, con unos datos dados, serfa:
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#Programa datos.m
%Datos para el 0B
RC=100;

RB=100;

R=10e3;

RSAT=5;

E=7;

VG=0.65;

BETA=50;

N=0.1;
%Introducimos RO como una admitancia para poder usar el valor
hcero en ella.
G0=0.01;

LC=0.2;

C=0.1e-6;
CC=20e-12;

7.2. matrices.m

El objetivo de este programa es calcular los coeficientes del sistema antes
de aplicar la hipétesis de relajacion, en cualquiera de las tres zonas.
El sistema se pondré en la forma:

x = Ax+b,

donde el vector de variables de estado x es:

u
X = Yy
z

La forma de las ecuaciones es la siguiente:

R.Ca = z-— %u — Reic(u, g(w)) + nReip(g(w)),
i 5 (B =y = nz = Rislg() — "8 = = = nReinlg(w)) - w),
ﬁfz = E—z—nRiy(g(w)) — u,
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y se tiene en cuenta que w =nk —nu+vy .

Separando estas ecuaciones en parte constante, dependencias de u, y, z ,
y dependencia de intensidades se tiene:

x = Alx + bl + A2i

Donde los valores de las matrices son (introduciendo las constantes de
tiempo):

R, 1
_ 0 il
R,T. . e
Al = L — n(=-—- ,
T T T1 T
1 1
_ 0 _
Tl Tl
0
1 n
) G-
bl = (T Tl) )
m
P = ( )
lc
nk, —R,
Te Te
A2 = —E + "R 0
T RTZ
nk, 0
Tl

A su vez, hay que tener en cuenta que podemos expresar i en funcién de
las otras variables y de la zona donde estemos. Asf:

i=A3x+ b2,
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donde las matrices son, introduciendo R’ = Ry + n’R.,

te Ac3 = 0
corte be2 — 0
( n 1
7 o "
Aa3 =
_Bn B
tiva i !
e nk -V,
R/
ba2 =
nk —V.
. 8 R .
( n 1
®or
As3 =
! 0 O
saturacion Ryt
nﬁ -V,
bs2 = i
0

\

Luego las matrices buscadas son (por zonas):

Ac = A1+ A2 -Ac3
bc = bl+ A2 bc2
Aa = Al+ A2-Aa3
ba = bl+ A2-ba2
As = A1+ A2.-As3
bs = bl+ A2 bs2

El listado del programa que realiza esto es el siguiente:

%Para calcular las matrices del sistema+

%en los tres casos.

%Ac,Aa,As son las respectivas matrices en corte,activa
%y saturacion.bc,ba,bs los vectores independientes.
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A1=[-GO/CC 0 1/(RC*CC) ;n*(RC/LC) -1/(R*C) n*((RC/LC)-1/(R*C));
-(RC/LC) 0 -(RC/LC)1;

b1=[0; E(1/((R*C)-n*x(RC/LC)) ; Ex(RC/LC)];

A2=[N/CC -1/CC ;(-1/C+(n~2)*(RC"2)/LC 0;-n*x(RC~2)/LC 0];
RP=RB+N"~2%RC;

Aa3=[-n/RP 1/RP 0;-BETA*n/RP -BETA/RP 0];
ba2=[(n*E-VG) /RP BETA*(n*E-VG)];

As3=[-n/RP 1/RP 0;1/RSAT 0 0];

bs2=[(n*E-VG) /RP 0];

Ac=A1;

bc=b1;

Aa=A1+A2%Aa3;

ba=bl1+A2x*ba2;

As=A1+A2*As3;

bs=b1+A2*bs2;

7.3. eqauto.m

En este programa se procede a calcular los equilibrios del sistema, au-
tovalores y autovectores, para su posterior comparacién con estos mismos
valores aplicando la hipétesis de relajacién.

Podemos invertir A puesto que en la seccién donde se analizaron las
ecuaciones se obtuvo una expresiéon de los equilibrios, que eran tnicos, lo
cual implica la existencia de la inversa de la matriz del sistema.

El listado del programa es el siguiente:

%Este programa calcula los puntos de equilibrio

%y los autovalores y autovectores en las distintas zonas.
[Vc,Lcl=eig(Ac);

[Va,La]=eig(Aa);

[Vs,Ls]=eig(As);

X0c=Ac\ (-bc);

X0a=Aa\ (-ba);

X0s=As\(-bs);
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7.4. elim.m

Este programa tiene como misiéon fundamental aplicar la hipétesis de
relajacion a nuestro sistema, eliminando una variable. Primero se elimina
la variable u para obtener unas matrices del sistema en (y, z) , pero luego
sustituimos z para proyectar el sistema en el plano (u,y). Para todo esto
se sigue la metodologia expuesta en la seccion “Eliminacion de variables en
ecuaciones matriciales”.

La relaciéon que nos permite eliminar una variable es un plano que de-
nominamos plano lento, cuya ecuacién serd de la forma

au+by+cz+d=0,

y que almacenaremos en un vector de la forma:

donde

»)
I

La sustitucion de z para proyectar el sistema en el plano (u,y) es algo
méas compleja pues tenemos que calcular u , pero basicamente lo que hacemos
es aplicando los métodos anteriores, calcular:

(4)-1(3)-

De la ecuacion del plano lento obtenemos por derivacién una expresién del

tipo: |
u=(a b)(i’).

Entonces, si dividimos A en filas:
Ay

A= ...
Ay
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podemos escribir

donde

En la seccién donde se analizaron las ecuaciones se vio que estas opera-
ciones son siempre legitimas al no ser cero los coeficientes por los que estamos
dividiendo.

Ademss obtenemos los autovalores y autovectores para este tltimo caso,
y obtenemos también los puntos de equilibrio.

El listado del programa sera el siguiente:

%elim.m

%Eliminacion de la variable u, primeramente
%La relacion dx+c=0 es la primera fila de A y el primer elemento de b.
%hcorte

d=Ac(1,:);

c=bc(1);

A1=Ac([2,3],[2,3]);

bi=bc([2,3]);

e=Ac([2,3],1);

d1=d([2,31);

APc=A1-(1/d(1))*(e*xdl);
bpc=b1-(1/d(1))*e*c;

%Ecuacion del plano lento de corte

PLc=[d c];

%saturacion

d=As(1,:);

c=bs(1);

A1=As([2,3],[2,3]);
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bl=bs([2,3]);

e=As([2,3],1);

d1=d([2,3]);

APs=A1-(1/d(1))*ex*d1;

bps=b1-(1/d(1))*ex*c;

%Ecuacion del plano lento de saturacion
PLs=[d c];

%0btencion de las ecuaciones en (u,y).

%Para ello, primero hacemos lo mismo que antes pero eliminamos z con
%la ecuacion del plano lento.

%Corte.

d=Ac(1,:);

c=bc(1);

A1=Ac([2,3],[1,2]);

bi=bc([2,3]);

e=Ac([2,3],3);

d1=d([1,2]);

APPc=A1-(1/d(3))*ex*xd1;

BPPc=b1-(1/d(3))*ex*xc;

%Ahora tenemos que calcular la derivada de u en base a la de z e y.
%Siguiendo los pasos explicados en la memoria.
A1=APPc(1,:);

RR=(-1/PLc(1))*PLc([2,3]); %Relacion que liga las derivadas
%de la forma du=rx*(dy dz)’

Ahc=[RR*APPc;A1];

bhc=[RR*BPPc;BPPc(1)];

/#Repetimos con saturacion

d=As(1,:);

c=bs(1);

A1=As([2,3],[1,2]);

bi=bs([2,3]);

e=As([2,3],3);

d1=d([1,2]);

APPs=A1-(1/d(3))*exdl;

BPPs=b1-(1/d(3))*ex*xc;

A1=APPs(1,:);

RR=(-1/PLs(1))*PLs([2,3]);

Ahs=[RR*APPs;A1];
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bhs=[RR*BPPs;BPPs(1)];

%Luego entonces tenemos las matrices Ap y bp que nos dan el sistema en las
%variables (y,z) y las matrices Ah,bh que nos dan el sistema en las
%variables (u,y), que son las que usaremos para el calculo.

%Calculo de autovalores, autovectores y equilibrios para corte y saturacion
%para el sistema en ambas variables.

[Vpc,Lpcl=eig(APc);

[Vps,Lps]l=eig(APs) ;

X0pc=APc\ (-bpc) ;

X0ps=APs\ (-bps) ;

[Vhc,Lhc]=eig(Ahc) ;

[Vhs,Lhs]=eig(Ahs) ;

X0Ohc=Ahc\ (-bhc) ;

XOhs=Ahs\ (-bhs) ;

7.5. comp.m

El tnico objetivo de este programa es imprimir en pantalla los autoval-
ores, autovectores y equilibrios en las distintas zonas con y sin hipdtesis de
relajacion para su comparaciéon numeérica.

El listado del programa es el siguiente:

Jcomp .m

datos;

matrices;

eqauto;

elim;

disp (’comparacion del sistema con y sin hipotesis de relajacion
disp (’CORTE’);

disp (’sin hipotesis de relajacion’);
Vc,Lc,X0c

disp (’con hipotesis de relajacion’);
Vpc,Lpc,X0pc

disp (’SATURACION’);

disp (’sin hipotesis de relajacion’);
Vs,Ls,X0s

disp (’con hipotesis de relajacion’);
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Vps,Lps,X0ps

7.6. rectas.m

Este programa dibuja las rectas y trazas de planos a las que se hacen ref-
erencia en la primera seccién, y también los puntos de equilibrio y direcciones
de los autovectores, todo ello en proyeccién sobre el plano (u,y).

datos;

matrices;

egauto;

elim;

%Calculo de los planos limite.

%E1l formato es 0=(a b c d)*(1 uy z)’
PLca=[(N*E-VG) -N 1 0]
KU=(BETA*N*RSAT+RB+N"2xRC) / (BETA*RSAT) ;
PLas=[(N*E-VG) -KU 1 0]

/#Representacion en los ejes z,u

y=[-1 E];

ul=-1/PLca(2) * (PLca(1)+PLca(3)* y);
u2=-1/PLas(2) * (PLas(1)+PLas(3)* y);

plot (y,ul,’r’,y,u2,’g’)

hold on

J#Representacion de los puntos de equilibrio

plot (X0c(2),X0c(1),’+’,X0a(2),X0a(1),’*’,X0s(2),X0s(1),°x’)
J#Representacion de las rectas de los autovectores
%de corte y saturacion.

%autovectores de corte con la hipotesis de relajacion
[V,L]1=eig(Ahc) ;

yc1(1)=X0hc(2);

uc1(1)=X0hc(1);

if v(1,1)~=0
1=10*(E-uc1(1))/v(1,1);
else

1=10*(E-yc1(1))/V(2,1);
end
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ycl1(2)=yc1(1)+1xV(2,1);
ucl(2)=uc1(1)+1xV(1,1);
ycl1(1)=yc1(2)-2x1xV(2,1);
ucl(1)=uc1(2)-2%x1%V(1,1);
yc2(1)=X0hc(2) ;
uc2(1)=X0hc(1);
if v(1,2)7=0
1=(10*E-uc2(1))/V(1,2);
else
1=(10*E-yc2(1))/V(2,2);
end
yc2(2)=yc2(1)+1*V(2,2);
uc2(2)=uc2(1)+1xV(1,2);
yc2(1)=yc2(2)-2*x1xV(2,2);
uc2(1)=uc2(2)-2x1%V(1,2);
%autovectores de saturacion
[V,L]=eig(Ahs);
ys1(1)=X0hs(2);
us1(1)=X0hs (1) ;
if v(1,1)~=0
1=(10*E-us1(1))/V(1,1);
else
1=(10%E-ys1 (1)) /V(2,1);
end
ys1(2)=ys1(1)+1xV(2,1);
usl1(2)=us1(1)+1*V(1,1);
ys2(1)=X0hs(2) ;
us2(1)=X0hs (1) ;
ys1(1)=ys1(2)-2x1xV(2,1);
us1(1)=us1(2)-2%x1%V(1,1);
if v(1,2)7=0
1=(10*E-us2(1))/V(1,2);
else
1=(10*%E-ys2(1))/V(2,2);
end
ys2(2)=ys2(1)+1*V(2,2);
us2(2)=us2(1)+1*V(1,2);
ys2(1)=ys2(2)-2*x1xV(2,2);
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us2(1)=us2(2)-2%x1*V(1,2);

hrectas de caida

r=RC*GO;

rp=RC* ((1/RSAT)+GO) ;

alfac=N*RC/ (RB+(N~2) *RC) ;

k=N/KU;

ycc(1)=-1;

ycc(2)=E;
ucc=((ycc-VG) /N+E) * (k* (rp+N*alfac)-N*xalfac)/r;
ycs(1)=-1;

ycs(2)=E;
ucs=((ycs-VG) /N+E) *x (r+N*alfac)/ (rp+N*alfac);
%dibujar todo

plot (ycl,ucl,’y’,yc2,uc2,’y’,ysl,usl,’m’,ys2,us2,’m’);
plot (ycc,ucc,’b’,ycs,ucs,’c’);

hold off;

axis on;

axis([-1,E,-1,E])

hold off

7.7. evolucion.m

Este programa tiene la misién de calcular el estado del sistema en funcién
del tiempo, dadas unas condiciones iniciales, las matrices del sistema en dicha
zona, y los limites de la regién donde se mueve el sistema.

Como establecimos en apartados anteriores, al ser el sistema lineal a tro-
zos, podemos obtener la solucién exacta en cada uno de estos tramos, es
decir, el sistema lo tenemos integrado y sélo necesitamos aplicar valores del
tiempo a las férmulas de la solucién, y conocer cuando se produce el cambio
de regién.

El programa devolverd para cada variable un vector con todos los esta-
dos por los que ha pasado, y se parard cuando las variables salgan de la
correspondiente region o cuando el sistema alcance un equilibrio estable.

Serd una funcién que podra ser llamada por otros programas.

%funcion evolucion.m
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%A partir de las matrices del sistema, de su forma canonica de
%Jordan, de una escala de tiempo, de una condicion de
%finalizacion y de una condicion inicial, se devuelve un
%vector con los puntos por los que pasa la trayectoria
%y una bandera que informa de si la orbita ha llegado a
%la condicion final o ha sido atrapado por un equilibrio.
function [u,y,t,equ]l=evolucion (A,b,x0,cond,escala)
i=1;
equ=0;%bandera que informara del comportamiento final.
%asignacion de condiciones iniciales.
x=x0;
u=x0(1) ;
y=x0(2) ;
t=0;
%segun la clase del sistema usamos las distintas formulas
hanaliticas de la solucion.
R1=A\D;
R2=(x0+R1);
while cond*[x;1]<=0
i=i+1;
t(i)=escalaxi;
x=expm(Axt (i) )*R2-R1;
u(i)=x(1);
y(1)=x(2);
if i>10 %control de que el sistema no ha sido atrapado
Jpor un equilibrio estable.
if u(i)==u(i-10) & y(i)==y(i-10)
equ=1;
break
end
end
end
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7.8. trayect.m

Este es el programa que se encargara de dibujar trayectorias desde una de-
terminada posicién inicial que se puede cambiar variando las primeras lineas.

Hace uso de la funcion evolucion y de la funcion cambio, y ademas tiene en
cuenta el salto entre zonas al que no se le asigna ningtn tiempo de duracion,
suponiéndose instantdneo.

Jprograma trayect.m
J#Representa un determinado numero de orbitas a partir de una cierta
%condicion inicial.
%Tambien es capaz de detectar si se la trayectoria es atrapada por un
%hequilibrio.
datos;
matrices;
eqauto;
elim;
m=2%,este parametro determina la precision
%Calculo de los planos limite.
%E1l formato es 0=(a b c)*(u y 1)
PLca=[-N 1 (N*E-VG)];
KU=(BETA*N*RSAT+RB+N~2xRC) / (BETA*RSAT) ;
PLas=[-KU 1 (N*E-VG)];
x0=[10;0] ;%condicion inicial
if PLca*[x0;1]<=0
corte=1;%valor que nos permite decidir si el sistema empieza en corte
%0 en saturacion.Suponemos que la condicion inicial no esta en activa.
else
corte=0;
end
uu=[];
yy=01;
tope=10;%numero de oscilaciones que pretendemos que se den.
vueltas=0;
tt=[1;
while vueltas<tope
if corte ==
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cond=PlL.ca;
%la escala de tiempo se elige como el inverso del autovalor mas grande
Jmultiplicado por un valor que elegimos nosotros
escala=1/abs(Lhc(1,1)*5%m) ;
if escala>1/abs(Lhc(2,2)*5%m)
escala=1/abs(Lhc(2,2)*5%m) ;
end
[u,y,t,equl=evolucionl (Ahc,bhc,x0,cond,escala);
if equ==1 ’la trayectoria ha sido atrapada por un equilibrio.
%hconstruccion de los vectores de datos y de la informacion
Jtemporal
long=length(u);
uu=[uu;u’];

yy=Llyy;y’1;
ind=length (tt);
if ind~=0
t=t+tt(ind) ;
end
tt=[tt;t];
break
end

long=length(u);

%llamada al programa cambio para afinar el punto de salida.
[u(long) ,y(long) ,t(long)]l=cambio(u(long) ,y(long) ,t(long) ,u(long-1),y(long-
x0=[u(long) ;y(long)];

%hconstruccion de los vectores de datos y de la informacion

Jtemporal

uu=[uu;u’];
yy=lyy;y’1;
ind=length (tt);
if ind™=0

t=t+tt (ind) ;

end

tt=[tt;t’];

%Salto por activa hasta saturacion
z=—1/PLc(3)*(PLc(4)+PLc(1:2)*x0);
ufinal=-1/PLs(1)*(PLs(4)+PLs(2)*x0(2)+PLs(3)*z) ;

x0(1)=ufinal;
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end
corte=1;
cond=-PlLas;
%la escala de tiempo de saturacion se elige igual que la de corte
%pudiendo ser muy distinta de esta.
escala=1/abs(Lhs(1,1)*m);
if escala>1/abs(Lhs(2,2)*m)
escala=1/abs(Lhs(2,2)*m) ;
end
[u,y,t,equl=evolucionl (Ahs,bhs,x0,cond,escala);
if equ==1 Jtrayectoria atrapada por equilibrio.
hconstruccion de los vectores de datos y de la informacion
Jtemporal
long=length(u);
uu=[uu;u’];
yy=Llyy;y’1;
ind=length (tt);
if ind™=0
t=t+tt(ind);
end
tt=[tt;t’];
break
end
long=length(u);
%llamada al programa cambio para afinar el punto de salida.
if long™=1
[u(long) ,y(long) ,t(long)]=cambio(u(long) ,y(long) ,t(long) ,u(long-1),y(long-1),t(
end
x0=[u(long) ;y(long)];
%construccion de los vectores de datos y de la informacion
%temporal
uu=[uu;u’]l;
yy=lyy;y’1;
ind=length (tt);
if ind™=0
t=t+tt (ind) ;
end
tt=[tt;t’];
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%Salto por activa hasta corte
z=-1/PLs(3)*(PLs(4)+PLs(1:2)%*x0) ;
ufinal=-1/PLc(1)*(PLc(4)+PLc(2)*x0(2)+PLc(3)*z) ;
x0(1)=ufinal;

vueltas=vueltas+i1;

end

uu=[uu;ufinall;

yy=Lyy;x0(2)]1;

tt=[tt;t(long)];

plot (yy,uu);%presentacion de resultados.

vueltas=vueltas+i;
end
uu=[uu;ufinall;
yy=Lyy;x0(2)]1;
tt=[tt;t(long)];

plot (yy,uu);%presentacion de resultados.

7.9. cambio.m

Esta funcién es la encargada de afinar el punto donde el sistema cambia
de regién realizando una interpolacién lineal entre dos puntos consecutivos
que atraviesan el plano limite de la region.

%funcion cambio.m

%uso: [u,y,tfin]=cambio(u2,y2,t2,ul,yl,t1,cond)

%Esta funcion realiza una interpolacion lineal entre dos puntos
%en el plano dado por sus respectivas coordenadas (u2,y2) y
%(ul,y1) y calcula el punto de corte con la recta dada por la
%ecuacion cond

function [u,y,tfin]=cambio(u2,y2,t2,ul,yl,t1,cond)

if u27=ul & y2”=yl ’la recta de interpolacion tiene derivada
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Jno nula ni infinita
mu=1/(ul-u2);
my=1/(y1-y2);
Al=[-mu my];
A=[Al1;cond(1:2)];
bl=yl*my-ul*mu;
b=[b1l;-cond(3)];
x=A"(-1)*Db;
else
if u2==ul Jderivada nula
x=[u2;-1/cond(2)* (cond (3)+u2*cond (1))];
else Yderivada infinita:recta vertical
x=[-1/cond (1) *(cond (3)+y2*cond(2)) ;y2] ;
end
end
u=x(1);
y=x(2);
%calculo de la distancia del punto de corte a uno de los
%dos puntos relativa a la distancia entre los dos puntos
%para afinar el tiempo que se tarda en alcanzar el punto
%de corte.
if u2==ul
tfin=(y1-y)/(y1-y2)*(t2-t1)+t1;
else
tfin=(ul-u)/(ul-u2)*(t2-t1)+t1;
end

7.10. poincare.m

En este programa realizaremos la grafica de la aplicacién de Poincaré de la
recta interseccion entre el plano lento de corte y el plano limite corte-activa,
es decir, de la recta de paso de corte a saturacién, en si misma.

Para ello se empleard el programa puntot.m, que no conserva la informa-
cién de las érbitas ni la informaciéon temporal, sélo interesa conseguir para
cada condicién inicial tomada en la recta el punto de retorno a dicha recta.
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Como puede haber equilibrios estables que atrapen la trayectoria y por
tanto no existir para algunas (o todas) las condiciones iniciales puntos de
retorno, se detectardn estas condiciones iniciales y se les asignard un punto
de retorno de -5, lo que no es posible en principio en este sistema, con lo que
se sabrd su condicién.

Jpoincare.m
%Lanzamos condiciones iniciales en la recta de paso de
%corte a saturacion y obtenemos los puntos de retorno
%a dicha recta. El paso determina el numero de puntos.
paso=0.2;
ufin=15;%valor final de u en la recta.
uin=paso;’%valor inicial de u en la recta.
ui=uin:paso:ufin;preparacion del vector de datos iniciales.
datos;
matrices;
eqauto;
elim;
uf=0;
%Calculo de los planos limite.
%E1l formato es 0=(a b c)*(u y 1)
PLca=[-N 1 (N*E-VG)];
KU=(BETA*N*RSAT+RB+N~2xRC) / (BETA*RSAT) ;
PLas=[-KU 1 (N*E-VG)];
i=1;%contador
x0=zeros(2,1);
while i<=((ufin-uin)/paso+1)
x0(1)=ui(i);
x0(2)=-1/PLca(2)*(PLca(3)+PLca(1)*x0(1));
%Salto por activa hasta saturacion
z=—1/PLc(3)*(PLc(4)+PLc(1:2)*x0) ;
ufinal=-1/PLs (1) *(PLs(4)+PLs(2)*x0(2)+PLs(3)*z);
x0(1)=ufinal;
cond=-PlLas;
[u,y,equl=puntot (Ahs,bhs,x0,cond) ;
if equ”=1
x0="[u;y];
%Salto por activa hasta corte
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z=-1/PLs(3)*(PLs(4)+PLs(1:2)*x0) ;
ufinal=-1/PLc(1)*(PLc(4)+PLc(2)*x0(2)+PLc(3)*z);
x0(1)=ufinal;
cond=PLca;
[u,y,equl=puntot (Ahc,bhc,x0,cond) ;
if equ”=1
uf (i)=u;’%la trayectoria ha retornado a la recta.
i=i+1;
else Ycondicion inicial atrapada por equilibrio.
uf (i)=-5;
i=i+1;
end
else Jcondicion inicial atrapada por equilibrio.
uf (1)=-5;
i=i+1;
end
end
hpresentacion de resultados.
plot (ui,uf,ui,ui);

7.11. gammal.m, gamma2.m

Estos programas son similares al anterior, sélo cambian las rectas entre
las cuales queremos obtener la gréfica de la aplicacién de Poincaré.

7.12. puntot.m

Este archivo es similar a evolucion.m pero que no conserva ningtn tipo de
informacion sobre la trayectoria seguida. A partir de un punto inicial, calcula
la interseccion de la 6rbita que nace en dicho punto con una recta, empleando
un algoritmo de biseccién que se va aproximando al punto deseado hasta que
se cumple una determinada tolerancia.

function [u,y,equl=puntot(A,b,xi,cond)
T0=0;
Tl=1e-7;
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R1=A\b;
equ=0;%bandera que informara del comportamiento final.
%asignacion de condiciones iniciales.
bien=0;
paso=0;
while bien==
x0=expm (A*TO) * (xi+R1)-R1;
x1=expm(A*T1)*(xi+R1)-R1;
if (cond*[x0;1])*(cond*[x1;1])<=0
bien=1;
else
paso=paso+1;
TO=T1;
T1=T1%10;
end
if paso>10
equ=1;
bien=1;
end
end
x2=x1;
T2=(T0+T1)/2;
x2=expm(A*T2)*(xi+R1)-R1;
if equ==
while abs(cond*[x2;1])>1e-6
if (cond*[x0;1])*(cond*[x2;1])<=0
x1=x2;
T1=T2;
else
x0=x2;
TO=T2;
end
T2=(TO0+T1)/2;
x2=expm (A*T2) * (xi+R1)-R1;
end
u=x2(1);
y=x2(2) ;
else
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u=x1(1);
y=x1(2);
end

7.13. resolver.m

Este programa resuelve numéricamente el sistema sin aplicar la hipétesis
de relajacion, empleando el integrador de MATLAB odel5s.

Tenemos que usar este integrador ya que el sistema tiene unas escalas de
tiempo muy diferentes, por lo que es claramente un sistema, stiff.

El programa emplea el archivo blocking.m donde estd definido el sistema,
y una vez obtiene la solucién la representa en el plano de fases (u,y).

Y%resolver.m

matrices;

elim;

hx0=[1;1;1];

x0=[1;0];
z=-1/PLc(3)*(PLc(4)+PLc(1:2)*x0) ;
x0=[x0;z] ;

TSPAN=[0 0.01];

%Calculo de los planos limite.

%E1 formato es O=(a b ¢ d)*(1 uy z)°’
PLca=[-N 1 0 (N*E-VG)]
KU=(BETA*N*RSAT+RB+N"~2*RC) / (BETA*RSAT) ;
PLas=[-KU 1 0 (N*E-VG)]
[t,x]=odelbs(’blocking’,TSPAN,x0, [],Ac,bc,Aa,ba,As,bs,PLca,PLas);
plot (x(:,2),x(:,1),%g’);

7.14. blocking.m

Archivo donde estd definido el sistema, para ser empleado por resolver.m.
Necesita los pardmetros (matrices) del sistema, que le son pasados por este
programa.
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%Funcion blocking F = blocking(t,x,flag,Ac,bc,Aa,ba,As,bs,PLca,PLas)
%Para resolucion numerica del oscilador.
function F = blocking(t,x,flag,Ac,bc,Aa,ba,As,bs,PLca,PLas)
if PLcax*[x;1]1<=0

F=Ac*x+bc;

else

if PLas*[x;1]>0

F=As*x+bs;

else

F=Aaxx+ba;

end

end
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